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1 一元配置分散分析

1 一元配置分散分析

1.1 はじめに
•3組以上の母平均の差を比較します。
•観測されたばらつきが、母平均の差によ
るものか、単なる誤差かを判定します。

•やっていることはシンプルです。
•説明は複雑です。

1.1.1 ポイント
•水準
•変動
•変動の分解
•変動が従う確率分布
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.2 和の確率変数の期待値と分散
X, Y を独立な確率変数とする。

E (X + Y ) = E (X) + E (Y ) (1)

V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) (2)

が成り立つ。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.3 総和
n × m個のデータがあり、nに関してデー
タを識別する添え字に i、mに関して識別す
る添え字に j を採用し、ij 番目の値を xij と
あらわす。iに関する総和は

n∑
i=1

xij = x1j + x2j + · · · + xnj (3)

であり、j に関する総和は
m∑

j=1
xij = xi1 + xi2 + · · · + xim (4)

そして、iおよび j に関する総和は
n∑

i=1

m∑
j=1

xij =x11 + x12 + · · · + x1m

+x21 + x22 + · · · + x2m

+ · · ·

+xn1 + xn2 + · · · + xnm (5)

である。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

(3)(4)(5)の関係は
n∑

i=1

m∑
j=1

xij

=x11 + x12 + · · · + x1m

+x21 + x22 + · · · + x2m

+ · · ·

+xn1 + xn2 + · · · + xnm (5)

= (x11 + x12 + · · · + x1m)

+ (x21 + x22 + · · · + x2m)

+ · · ·

+ (xn1 + xn2 + · · · + xnm) (6)

=
m∑

j=1
x1j +

m∑
j=1

x2j + · · · +
m∑

j=1
xnj (7)

=
n∑

i=1
xi1 +

n∑
i=1

xi2 + · · · +
n∑

i=1
xim (8)
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

表 1 ij に関する総和
x11 x12 · · · x1m

m∑
j=1

x1j

x21 x22 · · · x2m

m∑
j=1

x2j

...
...

. . .
...

...

xn1 xn2 · · · xnm

m∑
j=1

xnj

n∑
i=1

xi1

n∑
i=1

xi2 · · ·
n∑

i=1
xim

n∑
i=1

m∑
j=1

xij
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.4 標準正規分布
平均 0, 分散 1の正規分布 N(0, 1)を『標
準正規分布』といい、標準正規分布に従う確
率変数を Z = zi であらわす。標準正規分布
の確率密度関数は

f(z) = 1√
2π

exp
(

−z2

2

)
(9)

である。

平均 µ, 分散 σ2 の正規分布 N
(
µ, σ2)に従

う確率変数を X = xi とする。この xi を標
準化

zi = xi − µ

σ
(10)

すると、標準正規分布 N(0, 1)にしたがう確
率変数 zi を得ることができる。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.5 χ2 分布
標準正規分布N(0, 1)に従う n個の独立な確率変数 z1, z2, · · · , zn の平方和から統計量を作

り χ2
(0) とあらわす。

χ2
(0) =

n∑
i=1

zi
2 (11)

このとき nを『自由度』といい ν であらわす。χ2
(0)が従う確率分布を『自由度 ν = nの χ2分

布』という。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.6 χ2 分布の和
二つの確率変数 u1, u2 がそれぞれ独立に

χ2 分布に従うとする。

u1 =
n∑

i=1
zi

2 (12)

u2 =
m∑

j=1
zj

2 (13)

u1 と u2 の和を u3 とあわらす。

u3 = u1 + u2 (14)

=
n∑

i=1
zi

2 +
m∑

j=1
zj

2 (15)

=
n∑

i=1
zi

2 +
n+m∑

i=n+1
zi

2 (16)

=
n+m∑
i=1

zi
2 (17)

u3 は自由度 n + mの χ2 分布に従う。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.7 χ2 分布の自然数倍
確率変数 wn が自由度 ν = nの χ2 分布に

従うとする。

wn =
n∑

i=1
zi

2 (18)

すると、

2wn = wn + wn (19)

は、自由度 ν = n + n = 2nの χ2分布に従う。

これに wn を加えると、

2wn + wn = (wn + wn) + wn (20)

= wn + wn + wn = 3wn (21)

は、自由度 ν = 2n + n = 3nの χ2 分布に従
う。これを一般化する。

aを自然数とすると

awn = wn + wn + · · · + wn (22)

は、自由度 ν = anの χ2 分布に従う。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.8 母平均 µが既知の場合の χ2 分布
母平均 µが既知 (µ = µ∗)であるとする。正規母集団 n

(
µ∗, σ2)からサンプル・サイズ n > 0

の標本 Aを抽出し、i番目の値を xi であらわす。xi を標準化した値の平方和を χ2
(µ∗) であら

す。この統計量

χ2
(µ∗) =

n∑
xi∈A

(
xi − µ∗

σ

)2

(23)

は、『自由度 ν = nの χ2 分布』に従う。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.9 母平均 µが未知の場合の χ2 分布
標本 Aに属する要素 xi の平均を『標本平均』といい、X̄ であらわす。

X̄ = 1
n

n∑
xi∈A

xi (24)

標本平均 X̄ を使って標準化した値の平方和を χ2
(X̄) であらわす。この統計量

χ2
(X̄) =

n∑
xi∈A

(
xi − X̄

σ

)2

(25)

は、『自由度 ν = n − 1の χ2 分布』に従う。
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1.1 はじめに 1 一元配置分散分析

1.1.10 標本平均の分布
正規母集団 N

(
µ, σ2)からサンプル・サイズ nの標本を抽出し、標本平均 X̄ を求めると、

その期待値と分散は

E
(
X̄

)
= µ (26)

V
(
X̄

)
= σ2

n
(27)

であり標本平均 X̄ は

X̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
(28)

である。
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1.2 用語 1 一元配置分散分析

1.2 用語
•結果に影響を及ぼすと考えられるものを『因子』という。
•因子の条件を『水準』という。
•観測において、全ての水準に対して 1回ずつ観測することを 1単位とする。つまり 1単位
の観測において水準の数だけデータが取得される。この観測単位を便宜上『実験』とよ
ぶ。実験は何度も繰り返してデータが収集される。

•1因子による複数の水準の母平均に差があるかどうかを検定する分析を『1元配置分散分
析』という。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

1.3 構造モデル
水準を識別する添え字を iとし水準の総数を nとする。実験を識別する添え字を j とし実験
の総数をmとする。第 i水準、第 j 回目の実験の結果を yij であらわす。µi を『第 i水準の母
平均』とする。εij を『誤差』とし、独立に標準正規分布N(0, 1)に従うと仮定する。水準数 n

の一元配置分散分析のデータの構造を

yij = µi + εij ; 1 ≦ i ≦ n, 1 ≦ j ≦ m (29)

とあらわす。1）

1） 分散分析では誤差 εij が独立に同一のN(0, 1)に従うと仮定しているので各水準の分散は等しいことが前提とな
る。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

ここで µを『一般平均』といい

µ = 1
n

n∑
i=1

µi (30)

と定義する。
αi を『第 i水準の効果』といい

αi = µi − µ (31)

と定義する。すると、第 i成分の母平均 µiは

µi = µ + αi (32)

である。これを (29)に代入すると

yij = µ + αi + εij (33)

を得る。ここで
n∑

i=1
αi =

n∑
i=1

(µi − µ) (34)

=
n∑

i=1
µi − nµ (35)

= 0 (36)

である。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

1.3.1 仮説
水準の母平均と一般平均との差があるかどうかの検定は、水準の効果 α1, α2, · · · , αn が 0
かどうかの検定である。そこで、仮説を

H0 : α1 = α2 = · · · = αn = 0 (37)

H1 : α1, α2, · · · , αnのうち少なくとも 1つは 0でない。 (38)

とする。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

1.3.2 全体平均と水準平均
構造モデル

yij = µ + αi + εij (29)

に対して yij の水準 iおよび実験 jに関する平均を『全体平均』といい ȳであらわし、水準 iに
関する平均を『水準平均』といい ȳi であらわす。

ȳ = 1
nm

n∑
i=1

m∑
j=1

yij (39)

ȳi = 1
m

m∑
j=1

yij ; i = 1, 2, · · · , n (40)
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

数値例
全体平均

ȳ = 75.5 + 82.0 + 75.0 + 67.5
20

= 15.0 (41)

水準平均

ȳ1 = 75.5
5

= 15.1 (42)

ȳ2 = 82.0
5

= 16.4 (43)

ȳ3 = 75.0
5

= 15.0 (44)

ȳ4 = 67.5
5

= 13.5 (45)

表 2 数値例 1
実験 A1 A2 A3 A4

第 1回目 15.2 16.8 15.0 14.6
第 2回目 15.7 16.2 13.9 12.8
第 3回目 13.9 16.1 14.7 14.3
第 4回目 16.2 17.6 16.3 12.1
第 5回目 14.5 15.3 15.1 13.7

合計 75.5 82.0 75.0 67.5
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

1.3.3 変動の分解
一般平均の推定値を µ̂であらわし、その推
定値を全体平均 ȳで定義する。

µ̂ = ȳ (46)

第 i水準の効果 αi の推定値を α̂i であらわ
し、水準平均と全体平均の差で定義する。

α̂i = ȳi − ȳ (47)

誤差 εij の推定値を ε̂ij であらわし観測値 yij

と水準平均 ȳi の差で定義する。

ε̂ij = yij − ȳi (48)

そして観測された yij をそれぞれの推定値の
和であらわすと

yij = µ̂ + α̂i + ε̂ij (49)

= ȳ + (ȳi − ȳ) + (yij − ȳi) (50)

右辺第 1項を左辺へ移項すると

yij − ȳ = (ȳi − ȳ) + (yij − ȳi) (51)
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

(51)左辺は、「各測定結果 yij と全体平均 ȳ の差」であり、(51)右辺は、「水準平均 ȳi と全
体平均 ȳの差」と「各測定結果 yij と水準平均 ȳi の差」の和である。つまり (51)は yij − ȳを
ȳi − ȳと yij − ȳi に分解したことを意味する。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

1.3.4 全変動
(51)を二乗し、iおよび j に関して総和をとる2）。

n∑
i=1

m∑
j=1

(yij − ȳ)2 =
n∑

i=1

m∑
j=1

(
(ȳi − ȳ) + (yij − ȳi)

)2 (52)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

(
(ȳi − ȳ)2 + 2 (ȳi − ȳ) (yij − ȳi) + (yij − ȳi)2

)
(53)

= m

n∑
i=1

(ȳi − ȳ)2 + 2
n∑

i=1

m∑
j=1

(ȳi − ȳ) (yij − ȳi) +
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 (54)

2） 分散分析では平均からの偏差の平方和を『変動』という。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

ここで (54)第 2項は

2
n∑

i=1

m∑
j=1

(ȳi − ȳ) (yij − ȳi) = 2
n∑

i=1

(ȳi − ȳ)
m∑

j=1
(yij − ȳi)

 (55)

= 2
n∑

i=1
((ȳi − ȳ) × 0) (56)

= 0 (57)

よって (52)は
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳ)2 = m

n∑
i=1

(ȳi − ȳ)2 +
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 (58)
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

(58)左辺は、全ての yij の全平均からのばらつきの程度をあらわし右辺第 1項はm個の水準平
均の全平均からのばらつきの程度をあらわす。右辺第 2項は水準内における yij の誤差による
ばらつきの程度を意味する。
分散分析では、

•
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳ)2 を『全変動』といい、ST であらわす。

•m

n∑
i=1

(ȳi − ȳ)2 を『級間変動』といい、SA であらわす。

•
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 を『誤差変動』3）といい、Se であらわす。

3） 『級内変動』ともいう。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

(58)は

ST = SA + Se (59)

であって、全変動を級間変動と誤差変動に分解しているので『変動の分解』という。

ST =
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳ)2 (60)

SA = m

n∑
i=1

(ȳi − ȳ)2 (61)

Se =
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 (62)
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

数値例
表 2をもとに変動を分解する。
全体平均

ȳ = 15.0 (41)

水準平均

ȳ1 = 15.1 (42)

ȳ2 = 16.4 (43)

ȳ3 = 15.0 (44)

ȳ4 = 13.5 (45)

水準平均は水準の総数 n = 4だけある。
そして、水準 iの効用の効果 α̂i は水準平
均 µi と全体平均 µの差 ȳi − ȳなので

α̂1 =15.1 − 15.0 = 0.1 (63)

α̂2 =16.4 − 15.0 = 1.4 (64)

α̂3 =15.0 − 15.0 = 0.0 (65)

α̂4 =13.5 − 15.0 = −1.5 (66)

である。これらの二乗和のm = 5倍が SA で
ある。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

表 3 yij − ȳ

実験 A1 A2 A3 A4

第 1回目 0.2 1.8 0.0 −0.4
第 2回目 0.7 1.2 −1.1 −2.2
第 3回目 −1.1 1.1 −0.3 −0.7
第 4回目 1.2 2.6 1.3 −2.9
第 5回目 −0.5 0.3 0.1 −1.3

これらの二乗和が ST である。

表 4 yij − ȳi

実験 A1 A2 A3 A4

第 1回目 0.1 0.4 0 1.1
第 2回目 0.6 −0.2 −1.1 −0.7
第 3回目 −1.2 −0.3 −0.3 0.8
第 4回目 1.1 1.2 1.3 −1.4
第 5回目 −0.6 −1.1 0.1 0.2

これらの二乗和が Se である。
問題 X − 1 − 1

ST , SA, Se をもとめなさい。
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1.3 構造モデル 1 一元配置分散分析

数値例 表 2をもとに ST , SA, Se を求めると

ST = 0.04 + 3.24 + 0.00 + 0.16 + 0.49 + 1.44 + 1.21 + 4.84 + 1.21 + 1.21

+ 0.09 + 0.49 + 1.44 + 6.76 + 1.69 + 8.41 + 0.25 + 0.09 + 0.01 + 1.69

= 34.76 (67)

SA = 5 × (0.01 + 1.96 + 0.00 + 2.25) = 21.10 (68)

Se = 0.01 + 0.16 + 0.00 + 1.21 + 0.36 + 0.04 + 1.21 + 0.49 + 1.44 + 0.09

+ 0.09 + 0.64 + 1.21 + 1.44 + 1.69 + 1.96 + 0.36 + 1.21 + 0.01 + 0.04

= 13.66 (69)

である。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4 F 検定
第 i水準の水準平均の推定値 µ̂i = ȳi は、

ȳi = µ + αi + ε̄i (70)

であって、全体平均の推定値 µ̂ = ȳは

ȳ = µ + ε̄ (71)

である。

そして第 i水準の効果 α̂i は

α̂i = ȳi − ȳ (47)

= (µ + αi + ε̄i) − (µ + ε̄) (72)

= µ + αi + ε̄i − µ − ε̄ (73)

= αi + ε̄i − ε̄ (74)

である。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

水準の母平均に差が無く

αi = 0 (75)

の場合であっても、(74)より、

α̂i = ε̄i − ε̄ (76)

なので、水準 iの効果 α̂i は 0になるとは限
らない。

そこで、水準 i

α̂i = ȳi − ȳ (47)

のばらつきの程度が、水準 iの母平均 µi の
違いによるものなのか、単に誤差 εij だけに
よるものなのかを、級間変動 SA と誤差変動
Se を比較して判断する。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

表 5 データの構造
実験 A1 A2 · · · An

第 1回目 y11 = µ + α1 + ε11 y21 = µ + α2 + ε21 · · · yn1 = µ + αn + εn1

第 2回目 y12 = µ + α1 + ε12 y22 = µ + α2 + ε22 · · · yn2 = µ + αn + εn2
...

...
... · · ·

...
第m回目 y1m = µ + α1 + ε1m y2m = µ + α2 + ε2m · · · ynm = µ + αn + εnm
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4.1 SA が従う分布
天下り的に

n∑
i=1

(ȳi − ȳ) (77)

を考える。
ここで

ȳi = 1
m

m∑
j=1

yij (39)

であって、

ȳ = 1
nm

n∑
i=1

m∑
j=1

yij (40)

= 1
n

n∑
i=1

 1
m

m∑
j=1

yij

 (78)

= 1
n

n∑
i=1

ȳi (79)

である。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

構造モデル

yij = µi + εij (29)

において、右辺第１項の µi は第 i水準の母
平均なので定数である。右辺第二項 εij が標
準正規分布に従うから、

εij ∼ N (0, 1) =⇒ yij ∼ N (µi, 1) (80)

よって

V (yij) = 1 (81)

である。
そして水準平均 ȳi は N(µi, 1)に従う母集
団から抽出されたサンプル・サイズ mの標
本における標本平均

ȳi = 1
m

m∑
j=1

yij (39)

の分散だから、

V (ȳi) = 1
m

(82)
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

従って標本 iにおける標本平均 ȳi は

ȳi ∼ N

(
µi,

1
m

)
(83)

である。
この ȳi を ȳi の標本平均と標準偏差

ȳ = 1
m

m∑
j=1

ȳi (84)

σ =
√

1
m

(85)

を使って標準化した値の平方和を χ2
(ȳ) とあ

らわすと

χ2
(ȳ) =

n∑
i=1

 ȳi − ȳ√
1
m

2

(86)

= m

n∑
i=1

(ȳi − ȳ)2 = SA (87)

は自由度

ν = n − 1 (88)

の χ2 分布に従う。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4.2 Se が従う分布
次に Se が従う分布を考察する。

Se =
n∑

i=1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 (62)

=
n∑

i=1

 m∑
j=1

(yij − ȳi)2

 (89)

ここで括弧内の総和部分
m∑

j=1
(yij − ȳi)2 (90)

は自由度 ν = m − 1の χ2 分布にしたがうか
ら、(89)全体として、つまり、Seは、自由度

ν = n(m − 1) = nm − n (91)

の χ2 分布に従う。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4.3 ST が従う分布
級間変動 SA の自由度は

νA = n − 1 (92)

誤差変動 Se の自由度は

νe = nm − n (93)

したがって、SA + Se の自由度は

νA + νe = (n − 1) + (nm − n) (94)

= nm − 1 (95)

SA は自由度 ν = n − 1の χ2 分布に従う統
計量であり、Se は自由度 ν = nm − nの χ2

分布に従う統計量だから、その和

ST = SA + Se (59)

は自由度 ν = nm − 1の χ2分布に従う統計量
である。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4.4 F 分布
SA は自由度 ν = n − 1の χ2 分布に従い、

Se は自由度 nm − nの χ2 分布に従うから

VA = SA

n − 1
(96)

Ve = Se

nm − n
(97)

から統計量

F0 = VA

Ve
(98)

をつくると、統計量 F(0) は自由度 (n −
1, nm − n)の F 分布に従う。

H1 の下では、

E (VA) > E (Ve) (99)

なので、有意水準 5%として、

F (n − 1, nm − n, 5%) (100)

で片側検定をおこなう。
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1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

1.4.5 分散分析表
分散分析に必要な統計量をまとめた表を分
散分析表という。数値例表 2を例にすると

SA = 21.10 (68)

Se = 13.66 (69)

νA = n − 1 = 4 − 1 (101)

νe = n(m − 1) = 4(5 − 1) (102)

F0 = SA/νA

Se/νe
= 7.033333

0.853750
= 8.2381650 (103)

表 6 分散分析表
項目 変動 自由度 不偏分散 F 値

級間 SA n − 1 SA

n − 1

(
SA

n−1

)
(

Se

nm−n

)
誤差 Se nm − n

Se

nm − n

F (3, 15, 0.05) = 3.287382 (104)

最上資料館 41/45



1.4 F 検定 1 一元配置分散分析

•F0 > F (3, 15, 0.05)なので H0 は棄却され、「全ての水準の効果は 0である」といえない。
•つまり、水準の効果は少なくとも 1つは 0ではないと、95% の確率で断言することがで
きる。

•一定の有意水準のもとで帰無仮説が棄却されることを『有意になる』という4）。
•「有意に 0と異なる」等と表現されることもある。
•F 検定の場合、「F 検定で有意となる」等と表現される。

4） 検定全般で使われる表現であり、帰無仮説が棄却されることを『有意』と表現する。帰無仮説が棄却できないと
きを『非有意』という。
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1.5 まとめ 1 一元配置分散分析

1.5 まとめ
•1因子による複数水準の効果の有無を検定する分析手法が一元配置分散分析。
•構造モデルの誤差に標準正規分布を仮定すると、級間変動と誤差変動が χ2 分布に従う。
•級間変動と誤差変動による F 検定が一元配置分散分析である。
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