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4 不偏分散

4 不偏分散

4.1 はじめに
•通常母集団の情報はありません。
•『標本の分散』を使って母集団の分散を
推定します。

•『標本の分散』と『標本分散』は異なる
意味を持ちます。

•具体的な数字を用いて確認します。

4.1.1 ポイント
•不偏分散
•不偏分散の期待値
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4.1 はじめに 4 不偏分散

4.1.2 総和
定義� �

n個の数値があり、i番目の値を xi であ
らわす。n個ある数値を全て足し合わせ
ることを『総和』といい、

n∑
i=1

xi であら

わす。
n∑

i=1
xi = x1 + x2 + · · · + xn (1)

� �

定義から以下の公式を導き出すことができ
る。ただし a, cを定数とする。

n∑
i=1

c = nc (2)

n∑
i=1

axi = a

n∑
i=1

xi (3)

n∑
i=1

(xi + yi) =
n∑

i=1
xi +

n∑
i=1

yi (4)
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4.1 はじめに 4 不偏分散

4.1.3 平均
定義� �
総和を nで割った値を『平均』といい、
x̄であらわす。

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi (5)

� �
xi と平均 x̄の差

xi − x̄ (6)

を『平均からの偏差』という。

4.1.4 分散
定義� �
「『平均からの偏差』の二乗」の平均を
『分散』といい、Vx であらわす。

Vx = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (7)

� �
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

4.2 不偏分散
定義� �
標本Aiに属する j番目の要素を xijとあ
らわす。標本 Ai に属する要素 xij ∈ Ai

を全て足し合わせた値を
n∑

xij∈Ai

xij とあ

らわす。� �
•確率変数 X = xからなる母集団から無
作為に復元抽出されたサンプル・サイズ

nの標本 Ai を考える。
•抽出は何度も繰り返すことを考え、抽出
を識別する添え字に iを採用する。

•抽出された標本 Ai における要素を識別
する添え字に j を採用し標本 Ai の要素
を xij ; j = 1, 2, · · · , nとする。

•標本 Ai における xij の平均を『標本平
均』といい X̄i であらわす。

X̄i = 1
n

n∑
xij∈Ai

xij (8)
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4.2 不偏分散 4 不偏分散
定義� �
標本 Ai において以下の式で定義される
値を『不偏分散』といい si

2であらわす。

si
2 = 1

n − 1

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (9)

この時の n − 1を『自由度』という。� �

4.2.1 数値例
コインを投げ、表が出たら x = 8,裏が出た
ら x = −8とする。このコインは表と裏が出
る確率は 0.5であるとする。

表 1 コインの表裏と値
事象 裏 表
xi −8 8
pi 0.5 0.5
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

表 1を母集団とし、母平均 µと母分散 σ2

を計算する。

µ = −8 + 8
2

= 0 (10)

σ2 = (8 − 0)2 + (−8 − 0)2

2
= 64 (11)

4.2.2 n = 2の不偏分散の値
n = 2のとき不偏分散 si

2 は

si
2 = 1

2 − 1

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (12)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

標本Ai の分布
A1 = {裏裏 }, A2 = {裏表 }, A3 = {表表 }とすると、それぞれの標本 Aiの出現確率 piは

B (2, 0.5)に従うから、

p1 = 2C0 × (0.5)0 × (1 − 0.5)2−0 = 2!
(2 − 0)!0!

× 0.52 = 0.25 (13)

p2 = 2C1 × (0.5)1 × (1 − 0.5)2−1 = 2!
(2 − 1)!1!

× 0.52 = 0.50 (14)

p3 = 2C2 × (0.5)2 × (1 − 0.5)2−2 = 2!
(2 − 2)!2!

× 0.52 = 0.25 (15)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

そして標本平均はそれぞれ、

X̄1 = (−8) + (−8)
2

= −8 (16)

X̄2 = (−8) + 8
2

= 0 (17)

X̄3 = 8 + 8
2

= 8 (18)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

よって、それぞれの不偏分散は

s1
2 = ((−8) − (−8))2 + ((−8) − (−8))2 = 0 (19)

s2
2 = ((8) − (0))2 + ((−8) − (0))2 = 128 (20)

s3
2 = ((8) − (8))2 + ((8) − (8))2 = 0 (21)

である。
ここで、不偏分散 si

2 の期待値 E(s2)を求めると

E
(
s2)

= 0 × 0.25 + 128 × 0.50 + 0 × 0.25 = 64 (22)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

4.2.3 n = 4の不偏分散の値
n = 4のとき不偏分散 si

2 は

si
2 = 1

4 − 1

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (23)

である。
A1 = {裏裏裏裏 } , A2 = {裏裏裏表 } , A3 = {裏裏表表 } , A4 = {裏表表表 } ,
A5 = {表表表表 } とする。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

すると、Ai の出現確率 pi は、B(4, 0.5)に従うから

p1 = 4C0 × 0.50 × 0.54−0 = 4!
(4 − 0)!0!

× 0.54 = 1 ×
(

1
2

)4

= 1
16

(24)

p2 = 4C1 × 0.51 × 0.54−1 = 4!
(4 − 1)!1!

× 0.54 = 4 ×
(

1
2

)4

= 4
16

(25)

p3 = 4C2 × 0.52 × 0.54−2 = 4!
(4 − 2)!2!

× 0.54 = 6 ×
(

1
2

)4

= 6
16

(26)

p4 = 4C3 × 0.53 × 0.54−4 = 4!
(4 − 3)!3!

× 0.54 = 4 ×
(

1
2

)4

= 4
16

(27)

p5 = 4C4 × 0.54 × 0.54−4 = 4!
(4 − 4)!4!

× 0.54 = 1 ×
(

1
2

)4

= 1
16

(28)
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

それぞれの標本平均は

X̄1 = (−8) + (−8) + (−8) + (−8)
4

= −8 (29)

X̄2 = (−8) + (−8) + (−8) + (8)
4

= −4 (30)

X̄3 = (−8) + (−8) + (8) + (8)
4

= 0 (31)

X̄4 = (−8) + (8) + (8) + (8)
4

= 4 (32)

X̄5 = (8) + (8) + (8) + (8)
4

= 8 (33)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

よって不偏分散は

s1
2 = 1

3

((
(−8) − (−8)

)2
+

(
(−8) − (−8)

)2
+

(
(−8) − (−8)

)2 +
(
(−8) − (−8)

)2
)

= 0
3

(34)

s2
2 = 1

3

(
((−8) − (−4))2 + ((−8) − (−4))2 + ((−8) − (−4))2 + ((8) − (−4))2

)
= 192

3
(35)

s3
2 = 1

3

((
(−8) − (0)

)2 +
(
(−8) − (0)

)2 +
(
(8) − (0)

)2 +
(
(8) − (0)

)2
)

= 256
3

(36)

s4
2 = 1

3

((
(−8) − (4)

)2 +
(
(8) − (4)

)2 +
(
(8) − (4)

)2 +
(
(8) − (4)

)2
)

= 192
3

(37)

s5
2 = 1

3

((
(8) − (8)

)2 +
(
(8) − (8)

)2 +
(
(8) − (8)

)2 +
(
(8) − (8)

)2
)

= 0
3

(38)
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

問題 IX − 4 − 1
表 1を母集団とする。n = 4のとき不偏分散 si

2 の期待値 E(s2)を求めなさい。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

よって不偏分散の期待値 E
(
s2)は

E
(
s2)

= 0
3

× 1
16

+ 192
3

× 4
16

+ 256
3

× 6
16

+ 192
3

× 4
16

+ 0
3

× 1
16

(39)

= 0 + 16 + 32 + 16 + 0 (40)

= 64 (41)
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

問題 IX − 4 − 2
表 1を母集団とする。n = 8のとき不偏分散 si

2 の期待値 E
(
s2)を求めなさい。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

表 2 n = 8の標本
A1 = {裏裏裏裏裏裏裏裏 } A2 = {裏裏裏裏裏裏裏表 }
A3 = {裏裏裏裏裏裏表表 } A4 = {裏裏裏裏裏表表表 }
A5 = {裏裏裏裏表表表表 } A6 = {裏裏裏表表表表表 }
A7 = {裏裏表表表表表表 } A8 = {裏表表表表表表表 }
A9 = {表表表表表表表表 }
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

表 3 n = 8のときの Ai の統計量
標本 pi X̄i si

2 si
2 × pi

A1 8C0 × 0.58 = 1/28 −8 0/7 0
A2 8C1 × 0.58 = 8/28 −6 224/7 1
A3 8C2 × 0.58 = 28/28 −4 384/7 6
A4 8C3 × 0.58 = 56/28 −2 480/7 15
A5 8C4 × 0.58 = 70/28 0 512/7 20
A6 8C5 × 0.58 = 56/28 2 480/7 15
A7 8C6 × 0.58 = 28/28 4 384/7 6
A8 8C7 × 0.58 = 8/28 6 224/7 1
A9 8C8 × 0.58 = 1/28 8 0/7 0
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

4.2.4 n = 8の不偏分散の値
n = 8のとき不偏分散 si

2 は

si
2 = 1

8 − 1

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (42)

標本を表 2とする。すると各種統計量は表 3である。ここから E
(
s2)を求めると

E
(
s2)

= 0 + 1 + 6 + 15 + 20 + 15 + 6 + 1 + 0 = 64 (43)

である。
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4.2 不偏分散 4 不偏分散

4.2.5 標本分散と不偏分散
サンプルサイズ nの標本 Ai における分散
を『標本分散』 といい、VX̄i

であらわす。

VX̄i
= 1

n

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (44)

(44)両辺に nを掛けると

nVX̄i
=

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (45)

ここで (9)不偏分散の両辺に n − 1をかけ

ると

si
2 = 1

n − 1

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (9)

(n − 1)si
2 =

n∑
xij∈Ai

(
xij − X̄i

)2 (46)

(45)左辺と (46)左辺はそれぞれ右辺を介し
て等しいので

(n − 1)si
2 = nVX̄i

(47)

si
2 = n

n − 1
VX̄i

(48)
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4.3 まとめ 4 不偏分散

4.3 まとめ
•不偏分散の期待値は母分散に一致する。
•ここで示した以外でも同様に不偏分散の期待値は母分散に一致することが知られている。
•標本分散を n/(n − 1)で調整した値が不偏分散である。
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4.3 まとめ 4 不偏分散
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4.3 まとめ 4 不偏分散
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