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6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6 Rn のベクトルの幾何学的
解釈

6.1 はじめに
•ベクトルという言葉はいろいろな場面で
使われます。

•単なる数字の組み合わせではありま
せん。

•力の説明にもベクトルとう語は使われ
ます。

•それらは同じものとして考えることがで
きます。

6.1.1 ポイント
•位置ベクトルとベクトル
•　線型従属の幾何学的意味
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6.2 平面上の点 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.2 平面上の点
平面に直行する 2本の直線を描き、これら
を座標軸として平面に座標を導入する。これ
によって、平面上の点 Aに座標

(a1, a2) (1)

が与えられる。

図 1 平面上の点A

a1

a2
A = (a1, a2)

O

最上資料館 4/22



6.2 平面上の点 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

各座標軸の値をベクトルの成分に対応
させ、

a =
(

a1 a2

)
(2)

と書けば、R2 のベクトル a が座標 (a1, a2)
を持つ平面上の点 Aに対応する。
この対応は 1対 1である。

図 2 平面上の点Aとベクトル a

a1

a2
A = (a1, a2)

a =
(

a1 a2

)

O
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6.2 平面上の点 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

あるいは、原点Oを始点とし、Aを終点と
する有効線分 −→

OA を、位置ベクトルとして a

に対応させることもできる。
また、−→

OAと同じ向きと大きさを持つ有向
線分は全て同じとみなして得られる幾何ベク
トルを aに対応させることもできる。
これらの対応も全て 1対 1である。
R2 の各ベクトルに、座標上の点、あるい
は位置ベクトル、あるいは幾何ベクトル図形
的なイメージを与えることができる。ここで
は位置ベクトルを対応させる。

図 3 平面上の点Aと位置ベクトル

a1

a2
A

a

O
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6.3 ベクトルの和 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.3 ベクトルの和
R2 のベクトル

a =
(

a1 a2

)
(3)

b =
(

b1 b2

)
(4)

の和は

a + b =
(

a1 + b1 a2 + b2

)
(5)

で定義されている。
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6.3 ベクトルの和 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.3.1 ベクトルと有向線分の対応
一方、座標平面上に (a1, a2)を座標に持つ

点 Aと (b1, b2)を座標に持つ点 B をとれば
ベクトル aには、位置ベクトルとして有向線
分 −→

OAが対応し、bには、有向線分 −−→
OB が対

応する。
特別な場合として、始点と終点が同じ点で

ある −−→
OOも有向線分の仲間に入れる。−−→

OOは
長さが 0であり、方向は持たない。−−→

OOには
0が対応する。

図 4 aと b

A

B

a1 b1

a2

b2

O
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6.3 ベクトルの和 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

線分−→
OAと−−→

OBを隣り合う 2辺とした平行
四辺形をつくり、この平行四辺形のもう一つ
の頂点を C とする。有向線分 −−→

OC で与えら
れる位置ベクトルを cとし、cを aと bの和
として定義し

c = a + b (6)

とあらわす。すると、C の座標は

(a1 + b1, a2 + b2) (7)

であり、(7)は (5)に対応する。

図 5 a + b

A

B

C

a1 b1 a1 + b1

a2

b2

a2 + b2

O
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6.4 スカラー倍 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.4 スカラー倍
ベクトル

(
a1 a2

)
のスカラー α倍は

αa =
(

αa1 αa2

)
(8)

で定義されている。
一方、位置ベクトル aのスカラー α 倍を
次のように定義する。

•a = 0 であれば、全ての α に対して
αa = 0とする。

•a ̸= 0とする。
■　α > 0のときは、aと同じ方向を持
ち長さが a の α 倍である有向線分
αaとかく。

■　α < 0のときは、aと反対の方向を
持ち長さが aの |α|倍である有向線
分 αaとかく。

■　α = 0 ならば、全ての a に対して
αa = 0とする。
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6.4 スカラー倍 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.4.1 有向線分の対応
α > 0の時は、−→

OAと同じ方向で長さが−→
OA

の α倍の −−→
OB であり、α < 0の時は、−→

OAと
反対方向で長さが−→

OAの |α|倍の−−→
OCである。

これらの終点の座標は (αa1, αa2)である。
こうして aの α倍には位置ベクトル −→

OAの
α倍が対応する。

図 6 スカラー倍

B

C
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6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応
R2 の各ベクトルには、和,スカラー倍の演
算を含めて平面上の位置ベクトルが 1対 1に
対応する。
同様な対応は R3 の各ベクトルと 3次元空
間の位置ベクトルに対しても考えることがで
きる。
位置ベクトルにはそれと等しい有向線分の
組としての幾何ベクトルが一意に結び付けら
れるから R2, R3 のベクトルに幾何ベクトル

としての意味を与えることもできる。
図形的イメージに基づいて、線型結合,線
型独立, 線型従属という概念の図形的なイ
メージを考察する。

a, b, cは R2 あるいは R3 のベクトルであ
るが、それらは同時に、図表平面あるいは座
標空間の位置ベクトルとして表現されるもの
とする。
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6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

a ̸= 0とする。
a =

−→
OAとすれば、スカラー αに対して

α a = α
−→
OA (9)

は−→
OAを含む直線上に終点を持つ有向線分に

なる。
この直線は aによって決定されるから

[a] (10)

という記号であらわす。

図 7 [a]と a

A

O

直線 [a]
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6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

このとき、原点 Oを始点として直線 [a]上
に終点を持つ有向線分の全体は、αを任意の
スカラーとする αaの全体になるから aを基
底とする 1次元ベクトル空間を形成する。
次に、終点が [a]上にない有向線分 −−→

OB を
とり、

b =
−−→
OB (11)

とすれば、bは αaの形にかけないから線型
独立である。[b]上に終点を持つ位置ベクト
ルの全体も 1次元ベクトル空間になる。

図 8 ベクトル空間の意味

A

O

直線 [a]

B

直線 [b]
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6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

直線 [a]と直線 [b]は原点 O で交わり、こ
れらを共に含む平面はただ一つ確定する。こ
の平面を [a, b]であらわす。
この平面上に任意に点 C をとり

c =
−−→
OC (12)

とすれば、適当に α, β を選んで

c = αa + βb (13)

と書くことができる。

図 9 [a, b]平面

a

O

直線 [a]

b

直線 [b]

平面 [a, b]

Cαa

βb
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6.5 ベクトルと位置ベクトルの対応 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

点 C を通り直線 [b]と平行な直線が [a]と
交わる点を A′ とし、点 C を通り直線 [a]と
平行な直線が [b]と交わる点を B′すれば、有
向線分の和の定義により

−−→
OC =

−−→
OA′ +

−−→
OB′ (14)

であり、−−→
OA′ は直線 [a]上にあるから

−−→
OA′ = α

−→
OA (15)

−−→
OB′ = β

−−→
OB (16)

を満たす、α β がある。

図 10 −−→
OC =

−−→
OA′ +

−−→
OB′

A

O

直線 [a]

B

直線 [b]

平面 [a, b]

CA′

B′
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6.6 線型従属の幾何学的意味 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.6 線型従属の幾何学的意味
平面 [a, b]上に終点を持つ、どんな位置ベクトル cをとっても a, b, c は線型従属であり、
逆に a, b, c が線型従属であれば、これらは 1つの平面に含まれてしまうことを示している。

a, b, c の役割を入れ替えることは自由だから、a, b, c が線型従属であることは、幾何学的
には a, b, c のうちの 2つが定める平面に他の 1つが含まれることを意味する。これは

a, b, cが線型従属である。⇐⇒ a, b, cが同じ平面上にある。 (17)

ということができる。そして、対偶命題をとれば、

a, b, cが同じ平面上にない。⇐⇒ a, b, cが線型独立である。 (18)
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6.7 Rn への拡張 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.7 Rnへの拡張
n ≧ 4のときの Rn のベクトルについて考える。n ≧ 4のときは n次元空間の図形を目で見

ることはできない。しかし扱っているのは矢印で示される有向線分である。矢印でかかれる線
分であれば、それはどのような次元の空間の中でも同じ形と考えることができる。

Rn の各ベクトルは n個の実数の組である。
原点 Oを通り、かつ、どの 2つも互いに直交する n本の直線を考え、これらを座標軸に持

つ空間の中に座標を入れたと考える。これによってこの空間内に n個の実数の組からなる座
標を与えることができる。座標 (a1, a2, · · · an) を持つ点を Aとする。座標軸の原点の座標は
(0, 0, 0, · · · , 0)である。
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6.7 Rn への拡張 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

点 Oを始点とし Aを終点とする有向線分 −→
OAが Rn のベクトル

a =
(

a1 a2 · · · an

)
(19)

である。
別のベクトル bをあらわす −−→

OB をとったとき、−→
OA +

−−→
OB は −→

OAと −−→
OB を隣り合う辺とする

平行四辺形のもう一つの頂点を C として、−−→
OC によって定義する。スカラー αに対する α a

も同様に考える。このように考えると、Rn に幾何学的なイメージを与えることができる。
線型結合,線型独立,線型従属のイメージも同様にして与えることができる。二つのベクト

ル a1, a2 が線型従属であることは、これらが一直線上にあることであり、線型独立であるこ
とは、これらが一直線上にない事である。
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6.8 まとめ 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈

6.8 まとめ
•ベクトルを位置ベクトルに対応させることができる。
•R2 のベクトルに対応する位置ベクトルの組が同じ平面上にあれば線型従属である。
•対偶をとると、同じ平面上にないベクトルの組は線型独立である。
•Rn でも同じことである。
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6.8 まとめ 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈
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6.8 まとめ 6 Rn のベクトルの幾何学的解釈
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