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5 ベクトル空間の次元と基底

5 ベクトル空間の次元と基底

5.1 はじめに
•ベクトル空間から線型独立なベクトルを
選びます。

•最大で何個選べるでしょうか？
•選び方は無数にありますが、最大個数は
決まっています。

5.1.1 ポイント
•V から選ぶことのできる線型独立なベ
クトルの個数

•ベクトル空間の次元
•基底
•基底ベクトル
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底

5.1.2 線型独立・線型従属の定義
定義� �
ベクトル a1, a2, · · · , am に対して

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam1 (1)

が成り立つのは

α1 = α2 = · · · = αm = 0 (2)

に限るとき a1, a2, · · · , am は『線型独立』であるという。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定義� �

a1, a2, · · · , am が線型独立でないとき『線型従属』であるという。� �
問題 IV−5 − 1
線型従属の定義を『線型独立』という語を使わずにあらわしなさい。
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底

5.1.3 線型独立・線型従属の定理
定理 IV−4 − 1� �

m個のベクトル a1, a2, · · · , am が線型従属であるための必要十分条件は、これらのうち
の少なくとも 1つを、その他の (m − 1)個のベクトルの線型結合としてあらわすことがで
きることである。
m個のベクトル a1, a2, · · · , am が線型独立であるための必要十分条件は、これらのうち
の少なくとも 1つを、その他の (m − 1)個のベクトルの線型結合としてあらわすことがで
きないことである。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−4 − 2� �
ただ 1つのベクトルが線型従属であるための必要十分条件は a = 0 であることである。
ただ 1つのベクトルが線型独立であるための必要十分条件は a ̸= 0 であることである。� �
定理 IV−4 − 3� �

m 個の m 次元ベクトルを行として行列式を作ったとき行列式の値が 0 でなければ、
a1, a2 , · · · , am は線型独立である。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−4 − 4� �

a1, a2, · · · , am が線型独立であるとき

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam = β1a1 + β2a2 + · · · + βmam (3)

であれば、αi = βi ; i = 1, 2, · · · , mである。� �
定理 IV−4 − 5� �

a1, a2, · · · , am が線型独立であれば、これらの内の一部分 ai1, ai2, · · · , aik は線型独立で
ある。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−4 − 5系 1� �

a1, a2, · · · , am の内の一部分 ai1, ai2, · · · , aik は線型従属であれば、a1, a2, · · · , am が線
型従属である。� �
定理 IV−4 − 5系 2� �

a1, a2, · · · , am の内に 0が含まれていれば線型従属である。� �
定理 IV−4 − 6� �

m個の n次元ベクトル a1, a2, · · · , am が線型独立であれば、a1, a2, · · · , am に k 個
の成分を付け加えた (n + k)次元ベクトル a1, a2, · · · , am も線型独立である。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−4 − 6系� �

n次元ベクトル a1, a2, · · · , am が線型従属であれば、a1, a2, · · · , am から同じ位置
にある k個の成分を取り去って得られる (n − k)次元ベクトル ã1, ã2, · · · , ãm も線型従
属である。� �
定理 IV−4 − 7� �

a1, a2, · · · , am が線型独立であり、a1, a2, · · · , am , b が線型従属であれば、b は
a1, a2, · · · , am の線型結合としてあらわされる。� �
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5.1 はじめに 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−4 − 8� �

m個のベクトルの線型結合を (m + 1)個作ると、それらは線型従属である。� �
定理 IV−4 − 8系 1� �

m個のベクトルの線型結合を (m + 1)個以上作れば、それらは線型従属である。� �
定理 IV−4 − 8系 2� �

n次元ベクトルを (n + 1)個以上持ってくれば、それらは線型従属である。� �
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

5.2 基底と基底ベクトル
ベクトル空間 V の中から次々線型独立なベクトルを選ぶとき、選ぶことのできる最大の個
数を考える。

V が Rn の部分空間であれば、V の要素は全て n次元ベクトルだから、
定理 IV−4 − 8系 2により、その中の (n + 1)個をとれば、必ず線型従属になってしまう。し

たがって線型独立なベクトルは、高々1）n個までしか選ぶことができない。

1） もっとも多く見積もったとしてもという意味。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

5.2.1 選択可能な ak ∈ V の数
V は 0以外のベクトルを含むと仮定する。
まず、a1 ̸= 0である a1 ∈ V を１つ選ぶ。
この aa1 は a1 ̸= 0 だから線型独立なの
で、任意のスカラー α1 に対して

α1a1 ∈ V (4)

である。
このとき、V の中に α1a1 の形にかくこ
とのできないベクトルがあればその一つ
を a2 とする。a1, a2 は線型独立であり、

a1, a2 ∈ V だから任意の α1, α2 に対して、

α1a1 + α2a2 ∈ V (5)

である。
ここで、また、α1a1 + α2a2 の形に書くこ
とのできないベクトルがあれば、その一つを
a3 とする。a1, a2, a3 は線型独立であり、
任意の α1, α2, α3 に対して、

α1a1 + α2a2 + α3a3 ∈ V (6)

である。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

このようにして次々新しい ak を選んで付
け加えてゆく手続が

a1, a2, · · · , am (7)

まで終了したとする。このとき

a1, a2, · · · , am ∈ V (8)

は線型独立であって、任意のα1, α2, · · · , αm

に対し

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam ∈ V (9)

である。そして V の中には

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam (10)

にかけないベクトルは存在しない。したがっ
て、V は

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam (10)

の形のベクトル全体の集合になる。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

5.2.2 選択可能な bh ∈ V の数
a1 と異なる 0でないベクトルからスター
トして同様な手続きを進めることも当然でき
る。この場合でも最終的にえられる線型独立
なベクトルの個数はやはりmである。

a1 と異なる b1 ∈ V, b1 ̸= 0 からスタート
して上記の手続きによって線型独立なベク
トルを V の中から次々選び l 個のベクトル
b1, b2, · · · , blまできたときに、この手続き

が終了したとする。
このとき

b1, b2, · · · , bl ∈ V (11)

は線型独立であって、任意の β1, β2, · · · , βl

に対して、

β1b1 + β2b2 + · · · + βlbl ∈ V (12)

である。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

しかも V には

β1b1 + β2b2 + · · · + βlbl (13)

にかけないベクトルは存在しないから V は

β1b1 + β2b2 + · · · + βlbl (13)

の形のベクトル全体の集合である。

5.2.3 am と bl の数
l > mと仮定する。

b1, b2, · · · , bl ∈ V (11)

であるから、これらは全て

α1a1 + α2a2 + · · · + αmam (10)

の形にかける。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

従って、定理 IV−4 − 8により、その中の
m + 1個

b1, b2, · · · , bm+1 (14)

は線型従属になる。すると、定理 IV−4 − 5
系 1 により、線型従属である (14)を含む

b1, b2, · · · , bl (15)

は線型従属になる。ところで、(15)は線型独
立であったからこれは矛盾である。

全く同様にして l < mと仮定しても矛盾が
生じる。よって

l = m (16)

で無くてはならない。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

問題 IV−5 − 1
l < mと仮定したときに矛盾が生ずることを示しなさい。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−5 − 1� �
ベクトル空間 V から最大限m個の線型独立なベクトルを選ぶことができるものとし、そ
れらを

a1, a2, · · · , am (17)

とする。このとき、V は a1, a2, · · · , amの線型結合の全体になる。線型独立なベクトル
の選び方はいろいろあるが、どのように選んでもそれらの最大個数はmである。� �
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底
定義� �

V から選ぶ事のできる線型独立なベクトルの最大個数を V の『次元』といい V の次元を

dim V (18)

であらわす。dim V = mのとき、V を『m次元ベクトル空間』といい、V から選ばれた
m個の線型独立なベクトルの組を『基底』といい、基底を構成するベクトルを『基底ベク
トル』という。基底の選び方は何通りもある。� �

例 1
Rn の基本単位ベクトル2）e1, e2, · · · , en は Rn の基底である。

2） 第 i成分が 1でそれ以外が 0の n次元ベクトル。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

例 2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0 (19)

であるとき、それぞれの行を成分とするベク
トル3）

3） 列を成分とするベクトルでも同様。

a1 =
(

a11 a12 · · · a1n

)
(20)

a2 =
(

a21 a22 · · · a2n

)
(21)

...

an =
(

an1 an2 · · · ann

)
(22)

の組は Rn の基底であり、dimRn = n で
ある。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

例 3
R3 のベクトル

(
x1 x2 x3

)
で

x1 + x2 + x3 = 0 (23)

を満たすものの全体を V とする。
(23)を満たす任意のベクトルを

a1 =
(

x11 x12 x13

)
(24)

とする。

a1 ̸= 0 (25)

でなければ何でもいいので、

x11 = 1 (26)

x13 = 0 (27)

とすると

x12 = −1 (28)
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

なので

a1 =
(

1 −1 0
)

(29)

(29)であらわすことのできないベクトルを

a2 =
(

x21 x22 x23

)
(30)

とする。

x23 ̸= 0 (31)

であればよいので、

x23 = 1 (32)

とし、(23)を満たすように x21, x22を決めて

a2 =
(

−1 0 1
)

(33)

とする4）。
これ以上、a1, a2 の線型結合であらわす
ことのできるベクトルはないので

dim V = 2 (34)

である。

4） x21 + x22 = −1ならなんでも構わない。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

そして、V の一組の基底は

a1 =
(

1 −1 0
)

(29)

a2 =
(

−1 0 1
)

(33)

である。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底
定理 IV−5 − 2� �

a1, a2, · · · , am を V の基底とし、これとは別に V の線型独立なベクトル
b1, b2, · · · , bk ; k < m を任意に選ぶ。このとき a1, a2, · · · , am の中から、適当に
m − k個のベクトル ai1 , ai2 , · · · , aim−k

を選んで

a1, a2, · · · , am, ai1 , ai2 , · · · , aim−k
(35)

を V の基底にすることができる。� �
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

証明
b1, b2, · · · , bk の線型独立となっているベクトルの中から線型独立なものは高々 k個しか
選べない（定理 IV−4−8）。従って、k < mだから、a1, a2, · · · , am の中には b1, b2, · · · , bk

の線型結合として書けないベクトルが少なくとも一つある。それを ai1 とする。このとき
b1, b2, · · · , bk, ai1 は V の線型独立なベクトルである。

k + 1 < mであれば、同様に考えて、a1, a2, · · · , am の中には、b1, b2, · · · , bk, ai1 であ
らわせないベクトルを選ぶことができる。それを ai2 とする。

b1, b2, · · · , bk, ai1 , ai2 は V の k + 2個の線型独立なベクトルである。
k + 2 < mであれば、更に同様な手続を進めることができる。
こうして

b1, b2, · · · , bk, ai1 , ai2 , · · · , aim−k
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

が線型独立であるような
ai1 , ai2 , · · · , aim−k

を
a1, a2, · · · , am

から選ぶことができる。

b1, b2, · · · , bk, ai1 , ai2 , · · · , aim−k

は線型独立で、その個数はm個であるから、これらは V の基底である。（終）
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

例題 IV−5 − 1
R3 のなかで、x1 + x2 = 0を満たすベクト
ル

(
x1 x2 x3

)
の全体を V とする。

(i) V はR3の部分空間であって、dim V =
2であることを示せ。

(ii) V の基底を一組求めよ。

解法 IV−5 − 2
V は基底を

a1 =
(

1 −1 0
)

a2 =
(

0 0 1
)

とする二次元部分空間である。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

例題 IV−5 − 2
R4 のなかで、x1 + x3 = 0, x2 + x4 = 0を
満たすベクトル

(
x1 x2 x3 x4

)
の全体を

V とする。

(i) V はR4の部分空間であって、dim V =
2であることを示せ。

(ii) V の基底を一組求めよ。

解法 IV−5 − 2
V は基底を

a1 =
(

1 0 −1 0
)

a2 =
(

0 1 0 1
)

とする二次元部分空間である。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

問題 IV−5 − 2
R4 のなかで、x1 − x2 + x3 = 0, x2 + x3 + x4 = 0 を満たすベクトル

(
x1 x2 x3 x4

)
の全

体を V とする。

(i) V は R4 の部分空間であって、dim V = 2であることを示せ。
(ii) V の基底を一組求めよ。
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5.2 基底と基底ベクトル 5 ベクトル空間の次元と基底

解例 IV−5 − 2

x1 − x2 + x3 = 0

x2 + x3 + x4 = 0

を満たす線型独立な(
x1 x2 x3 x4

)
の組を作ればよい。
基底はいくらでもある。たとえば、

V は基底を

a1 =
(

1 0 1 0
)

a2 =
(

0 1 1 −2
)

とする二次元部分空間である。
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5.3 まとめ 5 ベクトル空間の次元と基底

5.3 まとめ
•ベクトル空間 V から選ぶことのできる線型独立なベクトルの最大個数を次元といい

dim V とあらわす。
•dim V = mのとき V をm次元ベクトル空間という。
•V から選ばれた m個の線型独立なベクトルを基底といい、基底を構成するベクトルを基
底ベクトルという。

•基底の選び方は何通りもある！
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5.3 まとめ 5 ベクトル空間の次元と基底
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20日　初版
7.『計量経済学の理論』A.S.ゴールドバーガー著,福地崇生・森口親司訳「東洋経済新報社」
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5.3 まとめ 5 ベクトル空間の次元と基底

1970年 9月 10日 第 1刷　
8.『計量経済学序説』R.J.ウォナコット・T.H.ウォナコット著, 国府田恒夫・田中一盛訳「培
風館」 1975年 6月 10日初版

9.『マーケティング・サイエンス』片平秀貴著　「東京大学出版会」1987年 4月 20日初版
10.『回帰分析』佐和光男著 「朝倉書店」1979年 4月 20日初版
11.『完全独習　統計学入門』小島寛之著「ダイヤモンド社」2006年 9月 28日　初版
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