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6 LAPLACE展開

6 Laplace展開

6.1 はじめに
•余因数展開は 1つの行あるいは 1つの列
に沿って展開した式です。

•二つ以上の行あるいは 2 つ以上の列に
沿った展開も可能です。

•Laplace展開といいます。
•余因数展開の一般化といいます。

6.1.1 ポイント
•Laplace展開
•0だけのブロックをもつ行列式
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

6.2 Laplace展開
行列式を

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(p1,p2,··· ,pn)

ε(p1, p2, · · · , pn) a1p1a2p2 · · · anpn
(1)

とする。この (1)を r個 ; r ≧ 2の行に沿った展開を考える。
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

6.2.1 抜き出す小行列式
まず、r個の行と r個の列を選ぶ。選ばれた行の番号を

i1 < i2 < · · · < ir (2)

とし、列の番号を

j1 < j2 < · · · < jr (3)

とする。
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

そしてこれらの行と列の交差する位置にある成分からなる r次の小行列式を

D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jr

ai2j1 ai2j2 · · · ai2jr

...
...

. . .
...

airj1 airj2 · · · airjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

とかく。
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

(p1, p2, · · · , pr)を (j1, j2, · · · , jr)から作られる順列とする。

D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1j1 a1j2 · · · a1jr

a2j1 a2j2 · · · a2jr

...
...

. . .
...

arj1 arj2 · · · arjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

=
∑

(p1, p2,··· ,pr)

ε(p1, p2, · · · , pr)a1p1a2p2 · · · arpr
(6)
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

6.2.2 残りの成分からなる行列式
また、D から第 i1, i2, · · · , ir 行と第 i1, j1, j2, · · · ir 列を取り除いた残りの成分からなる

n − r次の小行列式を

D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (7)

とかく。　
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6.2 Laplace展開 6 LAPLACE展開

(pr+1, pr+2, · · · , pn)を (1, , 2, · · · , n)から (j1, j2, · · · , jr)を除いて作られる順列とする。

D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ar+1,pr+1 ar+1,pr+2 · · · ar+1,pn

ar+2,pr+1 ar+2,pr+2 · · · ar+2,pn

...
...

. . .
...

an,pr+1 an,pr+2 · · · anpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(8)

=
∑

(pr+1, pr+2,··· ,pr+r)

ε(pr+1, pr+2, · · · , pr+r)ar+1,pr+1ar+2,pr+2 · · · anpn
(9)

この時 Dとこれらの小行列式の間に次の関係式が成立する。
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6.3 Laplace展開 6 LAPLACE展開

6.3 Laplace展開
定理 III−6 − 1� �
行列式 (1)の r個の行、第 i1, i2, · · · , ir 行、を選び、これらの行は固定する。
このとき、これら r個の行に沿った次の展開式が成立する。

D =
∑

j1<j2<···<jr

(−1)i1+i2+···+ir+j1+j2+···+jr D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (10)

ここで、j1, j2, · · · , jrは 1, 2, · · · nから小さい順に選ばれた r個の数であって、
∑

j1<j2<···<jr

は、可能な j1, j2, · · · , jr の異なった nCr 通りの選び方、全てについての和をあらわす。� �
最上資料館 11/40



6.3 Laplace展開 6 LAPLACE展開

同様に、r個の列、第 j1, j2, · · · , jr 列を選んで固定したとき、この r個の列に沿った次の展
開式が成立する。

D =
∑

i1<i2<···<ir

(−1)i1+i2+···+ir+j1+j2+···+jr D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (11)

ここで、
∑

i1<i2<···<ir

は 1 ≦ i1 < i2 < · · · < ir < nを満たす i1, i2, · · · , ir の可能な全ての組につ

いての和をあらわす。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4 証明
(10)が成り立つことを証明する。
はじめに、第 1, 2, · · · , r行を固定した場合を考える。(1)の展開式

D =
∑

(p1,p2,··· ,pn)

ε(p1, p2, · · · , pn) a1p1a2p2 · · · anpn (12)

において p1, p2, · · · , pnはそれぞれ第 1行,第 2行,· · · ,第 n行からえらばれた成分が所属する列
の番号である。
行は 1, 2, · · · , r に固定しておいて、これら r 個の行から選ばれる成分の所属する列の番号

p1, p2, · · · , pr とその他の行から選ばれる成分の所属する列の番号 pr+1, pr+2, · · · , pn とを区
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

別して考える。
この区切りを明確にするために Dの展開式 (1)を

D =
∑

(p1,··· , pr, pr+1,··· ,pn)

ε(p1, · · · , pr, pr+1, · · · , pn) a1p1 · · · arpr
ar+1,pr+1 · · · anpn

(13)

とあらわす。
ここで、r個の列の番号 j1, j2, · · · , jr をひとまず固定する。
そして (13)右辺の展開式の n!個の項の中から、(p1, · · · , pr)の部分が (j1, j2, · · · , jr)をい

ろいろに並べかえて得られる順列になっている項を全て取り出し、それらの和を

∆(j1, j2, · · · , jr) (14)

とかいて、この ∆(j1, j2, · · · , jr)がどのような構造を持っているか調べる。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4.1 符号 ε(p1, · · ·, pr, pr+1, · · ·, pn)

順列 (p1, · · · , pr, pr+1, · · · , pn) に含まれている転倒の個数を N とする。
(p1, · · · , pr)の中だけで生ずる転倒の個数を N1、
(pr+1, · · · , pn)の中だけで生ずる転倒の個数を N2、
(p1, · · · , pr)の中の pi と (pr+1, · · · , pn)の中の pj との間で生ずる転倒の個数を N3 とする。
このとき

N = N1 + N2 + N3 (15)

である。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

従って、符号 ε(p1, · · · , pr, pr+1, · · · , pn)は、

ε(p1, · · · , pr, pr+1, · · · , pn) = (−1)N (16)

= (−1)N1+N2+N3 (17)

= (−1)N1(−1)N2(−1)N3 (18)

である。
ここで、

ε(p1, · · · , pr) = (−1)N1 (19)

ε(pr+1, · · · , pn) = (−1)N2 (20)

である。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4.2 N3 の詳細
•(p1, p2, · · · , pr) は (j1, j2, · · · , jr)を並べ替えて得られる順列である。
•j1 < j2 < · · · < jr であることを注意して、(p1, p2, · · · , pr)の中の最小数 j1 を選ぶ。
•このとき、(pr+1, pr+2, · · · , pn)の中に含まれている j1 より小さい数は 1から j1 − 1まで
の j1 − 1個である。

•j1 と (pr+1, pr+2, · · · , pn)の中の 1つとの間で生ずる転倒の個数は j1 − 1個である。
•次に、(p1, p2, · · · , pr)の中の 2番目に小さい数 j2 を選ぶ。
•(pr+1, pr+2, · · · , pn)の中に含まれている j2より小さい数は、j1を除いた1から j2 − 1まで
の j2 − 2個である。

•従って、j2 と (pr+1, pr+2, · · · , pn)の間で生ずる転倒の個数は j2 − 2個である。
•同様に、3番目に小さい値 j3と (pr+1, pr+2, · · · , pn)との間で生ずる転倒の個数は、j3 − 1
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

から j1 と j2 を除いた j3 − 3個である。
•同様に、jr と (pr+1, pr+2, · · · , pn)との間で生ずる転倒の個数は jr − r個である。

こうして

N3 = (j1 − 1) + (j2 − 2) + · · · + (jr − r) (21)

= j1 + j2 + · · · + jr − 1 − 2 − · · · − r (22)

であることが分かる。よって

(−1)N3 = (−1)j1+j2+···+jr−1−2−···−r (23)
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

であるが、この右辺は (−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr と同じなので

(−1)N3 = (−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr (24)

と書くことができる。こうして

ε(p1, · · · , pr, pr+1, · · · , pn) = (−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr ε(p1, · · · , pr)ε(pr+1, · · · , pn) (25)

となることが分かった。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4.3 ∆(j1, j2, · · ·, jr)の項の総数
•(p1, p2, · · · , pr)は、j1, j2, · · · , j1 を並べ替えて得られる順列だから r!通りある。
•(pr+1, pr+2, · · · , pn)は、それ以外の n − r個の数の順列だから（n − r)!通りある。
•∆(j1, j2, · · · , jr)は、r!(n − r)!個の項の和である。

∆(j1, j2, · · · , jr) =
∑

(p1,··· , pr)
(pr+1,··· ,pn)

(−1)N a1p1 · · · arpr
ar+1,pr+1 · · · anpn

(26)

=
∑

(p1,··· , pr)
(pr+1,··· ,pn)

(−1)1+2+···+r+j1+···+jr ε(p1, · · · , pr)ε(pr+1, · · · , pn) (a1p1 · · · arpr )
(
ar+1,pr+1 · · · anpn

)
(27)

最上資料館 20/40



6.4 証明 6 LAPLACE展開

= (−1)1+2+···+r+j1+···+jr

∑
p1,...,pr

ε(p1, · · · , pr)a1p1 · · · arpr ×
∑

pr+1,...,pn

ε(pr+1, · · · , pn) ar+1,pr+1 · · · anpn

(28)

ここで、(5)(6)(8)(9)より

D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 =
∑

p1,...,pr

ε(p1, · · · , pr)a1p1 · · · arpr
(29)

D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 =
∑

pr+1,...,pn

ε(pr+1, · · · , pn) ar+1,pr+1 · · · anpn
(30)

であった。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

したがって、

∆(j1, j2, . . . , jr) = (−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr


(31)

となる。
行列式Dは、1, 2, · · · , nの中から r個の j1, j2, · · · , jr を選ぶすべての選び方 nCr 通りについ

て ∆(j1, j2, · · · , jr)をもとめ、それらを加えたものである。

最上資料館 22/40



6.4 証明 6 LAPLACE展開

よって

D =
∑

j1<j2<···<jr

∆(j1, j2, · · · , jr) (32)

=
∑

j1<j2<···<jr

(−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 D

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 (33)

である。(33)は Dを第 1, 2, · · · , r行に沿って展開した式である。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4.4 (i1, i2, · · ·, ir) に沿った展開式
第 i1, i2, · · · , ir に沿った展開式を求める。ここで i1 < i2 < · · · < ir である。

•Dの第 i1 行を 1つずつ上の行と入れ替える操作を繰り返し、1番上の行に持っていく。
•この時の入れ替えの回数は i1 − 1である。
•次に i2 を同様にして上から 2番目の行に持っていく。
•この時の入れ替えの回数は、i2 − 2である。
•この操作を ir が上から r番目の行にくるまで繰り返す。
• ir が r番目に移動するときの入れ替えの回数は n − r回である。
•こうして得られた行列式を D∗ とする。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

Dから D∗ を作る際の行の入れ替えの総数は全部で

(i1 − 1) + (i2 − 2) + · · · + (ir − r) = i1 + i2 + · · · + ir − 1 − 2 − · · · − r (34)

回であるから

D∗ = (−1)i1+i2+···+ir−1−2−···−rD (35)

である。両辺に (−1)i1+i2+···+ir−1−2−···−r をかけると、

D = (−1)i1+i2+···+ir−1−2−···−rD∗ (36)

を得る。
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

6.4.5 D∗ の展開式
D∗ を第 1, 2, · · · , r行に沿って展開すると、

D∗ =
∑

j1<j2<···<jr

(−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr D∗

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 D∗

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 (37)

である。小行列式の関係は

D∗

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 = D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (38)

D∗

 1 2 · · · r

j1 j2 · · · jr

 = D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (39)
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6.4 証明 6 LAPLACE展開

これを (37)に代入し、さらに (36)に代入する。

(−1)i1+i2+···+ir−1−2−···−r × (−1)1+2+···+r+j1+j2+···+jr = (−1)i1+i2+···+ir+j1+j2+···+jr (40)

なので、

D =
∑

j1<j2<···<jr

(−1)i1+i2+···+ir+j1+j2+···+jr D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 D

i1 i2 · · · ir

j1 j2 · · · jr

 (10)

が得られる。
行と列の役割を入れ替えて同様にすれば (11)が得られる。（終）
(10)を、Dの第 i1, i2, · · · , ir行に沿った『Laplace展開』といい、(11)を、第 j1, j2, · · · , jr

列に沿った『Laplace 展開』という。
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

6.5 例題
4次の行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(41)

を第 2行と第 3行に沿って Laplace展開しなさい。
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

解法

D = (−1)2+3+1+2D

2 3
1 2

 D

2 3
1 2

 + (−1)2+3+1+3D

2 3
1 3

 D

2 3
1 3


+ (−1)2+3+1+4D

2 3
1 4

 D

2 3
1 4

 + (−1)2+3+2+3D

2 3
2 3

 D

2 3
2 3


+ (−1)2+3+2+4D

2 3
2 4

 D

2 3
2 4

 + (−1)2+3+3+4D

2 3
3 4

 D

2 3
3 4

 (42)
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

=

∣∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a13 a14

a43 a44

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a12 a14

a42 a44

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣a21 a24

a31 a34

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a12 a13

a42 a43

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a11 a14

a41 a44

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣a22 a24

a32 a34

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a11 a13

a41 a43

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣a23 a24

a33 a34

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a11 a12

a41 a42

∣∣∣∣∣∣ (43)

最上資料館 30/40



6.5 例題 6 LAPLACE展開

問題 III−6 − 1
4次の行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を、第 1行と第 2行に沿って Laplace展開しなさい。
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

解例 III−6 − 1

D =(−1)1+2+1+2D

1 2
1 2

 D

1 2
1 2

 (−1)1+2+1+3D

1 2
1 3

 D

1 2
1 3


(−1)1+2+1+4D

1 2
1 4

 D

1 2
1 4

 (−1)1+2+2+3D

1 2
2 3

 D

1 2
2 3


(−1)1+2+2+4D

1 2
2 4

 D

1 2
2 4

 (−1)1+2+3+4D

1 2
3 4

 D

1 2
3 4


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6.5 例題 6 LAPLACE展開

D =

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣a11 0
a21 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a32 a34

a42 a44

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣a11 0
a21 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a32 a33

a42 a43

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣a12 0
a22 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a31 a34

a41 a44

∣∣∣∣∣∣ −

∣∣∣∣∣∣a12 0
a22 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a31 a33

a41 a43

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣a13 0
a23 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a31 a32

a41 a42

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣∣∣
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

問題 III−6 − 2
5次の行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 0 a34 0
a41 a42 0 a44 0
a51 a52 0 a54 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
を、第 1列、第 2列、第 3列に沿って Laplace展開しなさい。
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6.5 例題 6 LAPLACE展開

解例 III−6 − 2

D = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
a31 a32 a34

a41 a42 a44

a51 a52 a54

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a13 a15

a23 a25

∣∣∣∣∣∣
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6.6 定理 III−6 − 1系 6 LAPLACE展開

6.6 定理 III−6 − 1系

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1r

...
... a2r 0

ar1 · · · arr

ar+1,1 · · · ar+1,r ar+1,r+1 · · · ar+1,n

...
... a2r

... · · ·
...

an1 · · · anr anr+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1r

...
. . .

...
ar1 · · · arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ar+1,r+1 · · · ar+1,n

...
. . .

...
an,r+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (44)

が成り立つ。
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6.6 定理 III−6 − 1系 6 LAPLACE展開

証明
左辺の行列式の右上隅にサイズが r × (n − r)の 0だけからなる部分がある。このとき左辺

を第 1, 2, · · · , r行に沿って Laplace展開すると

D

1 2 · · · r

1 2 · · · r

 D

1 2 · · · r

1 2 · · · r

 (45)

だけが残り、あとは全て 0になってしまう。(終)
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6.7 まとめ 6 LAPLACE展開

6.7 まとめ
•複数行に沿った余因数展開を Laplace展開という。
•Laplace展開はかなり面倒な展開式になる。
•行列式に 0だけからなるブロックがある場合、効果的な方法である。
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6.7 まとめ 6 LAPLACE展開
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