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3 連立 1次方程式の解

3 連立 1次方程式の解

3.1 はじめに
•n元連立 1次方程式を解くときは少しず
つ変数を減らしながら解を得ることがで
きます。

•行列式の知識を使うと一気に解を得るこ
とができます。

•表計算ソフトで連立 1次方程式の解を得

ることも可能です。

3.1.1 ポイント
•n次元連立 1次方程式の解
•Cramerの公式
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

3.1.2 行列式の定義
定義� �
行列式 Dの値を

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(p1,p1,··· ,pn)

　ε(p1, p2, · · · , pn)a1p1a2p2 · · · anpn

と定義する。� �
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

3.1.3 サラスの方法

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21 (1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a22a32 − a12a21a33 − a13a22a31 (2)
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

問題 III−3 − 1
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

−1 5 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
13 −3 4
0 5 −1
4 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 13 4

−1 0 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 13

−1 5 0
3 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

解例 III−3 − 1
サラスの方法を使う。

(1) (2)(5)(−2) + (−3)(−1)(3) + (4)(−1)(4) − (4)(5)(3) − (−3)(−1)(−2) − (2)(−1)(4)
= −20 + 9 − 16 − 60 + 6 + 8 = −73

(2) (13)(5)(−2) + (−3)(−1)(4) + (4)(0)(4) − (4)(5)(4) − (−3)(0)(−2) − (13)(−1)(4)
= −130 + 12 + 0 − 100 + 0 + 52 = −146

(3) (2)(0)(−2) + (13)(−1)(3) + (4)(−1)(4) − (13)(−1)(−2) − (4)(0)(3) − (2)(−1)(4)
= 0 − 39 − 16 − 26 − 0 + 8 = −73

(4) (2)(5)(4) + (−3)(0)(3) + (13)(−1)(4) − (13)(5)(3) − (−3)(−1)(4) − (2)(0)(4)
= 40 + 0 − 52 − 195 − 12 − 0 = −219
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

問題 III−3 − 2
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −3
2 3 −1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −3
1 3 −1
8 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
2 1 −1
3 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
2 3 1
3 5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

解例 III−3 − 2

(1) 22
(2) 66
(3) −22
(4) 44
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

問題 III−3 − 3
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −1 −2
3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
11 2 −1
3 −1 −2
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 11 −1
1 3 −2
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 11
1 −1 3
3 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

最上資料館 10/29



3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

解例 III−3 − 2

(1) −32
(2) −96
(3) −64
(4) 32
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

3.1.4 行列式の基本性質
•行列式の行と列を入れ替えた行列式の値は等しい（性質 1）。
•行列式の 2つの行を入れ替えると、行列式の符号が逆になる（性質 2）。
•2つの行が同じである行列式の値は 0である (性質 2系)。
•行列式の 1つの行が共通因数 αをもてば、この αを行列式の外に括りだすことができる。

(性質 3)。
•行列式の 1つの行の全ての成分が 0であれば行列式の値は 0である。(性質 3系)
•行列式の 1つの行の各成分が 2つの数の和に分解されていれば、この行列をそれぞれの数
を成分とする 2つの行列式の和に分解できる (性質 4)。

•行列式の 1つの行の各成分に定数 αをかけたものを他の行の対応する成分に加えても、行
列式の値は変わらない (性質 5)。
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3.1 はじめに 3 連立 1次方程式の解

•行で成り立つことは列でも成り立つ。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

3.2 連立方程式の解
未知数も方程式も共に n個である n元連立 1次方程式

a11x1 + a12x2 + · · · + a1jxj + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2jxj + · · · + a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2+ · · · + anjxj+ · · · + annxn = bn

(3)

を考える。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

連立 1次方程式 (3)の左辺の係数の行列式を 0ではないと仮定する。すなわち

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a21 · · · a2n

...
... · · ·

... · · ·
...

an1 an2 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0 (4)

と仮定する。
xj ; j = 1, 2, · · · , n の値を求めるために、連立 1 次方程式 (3) の xj の係数である

a1j , a2j , · · · , anj の余因数 A1j , A2j , · · · , Anj をとる。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

1番目の式に A1j をかけ、2番目の式に A2j をかける。そして、最後の式に Anj を掛けると

a11A1jx1 + a12A1jx2 + · · · + a1jA1jxj + · · · + a1nA1jxn = b1A1j

a21A2jx1 + a22A2jx2 + · · · + a2jA2jxj + · · · + a2nA2jxn = b2A2j

...

an1Anjx1 + an2Anjx2+ · · · + anjAnjxj+ · · · + annAnjxn = bnAnj

(5)

これらの式をすべて加え、各未知数の係数を調べる。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

xj の係数は

a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj (6)

となるが、これは行列式 Dの第 j 列に沿った余因数展開になっているから、定理 III−3 − 2に
よりその和は Dである。

xj 以外の未知数 xl ; j ̸= lの係数は

a1lA1j + a2lA2j + · · · + anlAnj ; j ̸= l (7)

となるが、定理 III−3 − 2によりその和は 0である。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

従って、(5)を辺々加えれば、左辺では、未知数 xj の係数は行列式 Dになり、xj 以外の未
知数の係数は 0になってしまうから、xj 以外の係数が一挙に消去されてしまうのである。こ
うして

D xj = b1A1j + b2A2j + · · · + bnAnj (8)

が得られる。仮定により D ̸= 0なので両辺を Dで割ると

xj = b1A1j + b2A2j + · · · + bnAnj

D
; j = 1, 2, · · · , n　　 (9)

を得る。
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解

(9)は次のように書くこともできる。

xj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1 · · · a1n

a21 a22 · · · b2 · · · a2n

...
... · · ·

... · · ·
...

an1 an2 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a21 · · · a2n

...
... · · ·

... · · ·
...

an1 an2 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; j = 1, 2, · · · , n　　 (10)
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3.2 連立方程式の解 3 連立 1次方程式の解
定理� �

n次元連立 1次方程式

a11x1 + a12x2 + · · · + a1jxj + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2jxj + · · · + a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2+ · · · + anjxj+ · · · + annxn = bn

(3)

の左辺の係数行列を Dとする。D ̸= 0であれば、この方程式の解は (9) で与えられる。

xj = b1A1j + b2A2j + · · · + bnAnj

D
; j = 1, 2, · · · , n　　 (9)� �
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

3.3 Cramerの公式
(9)あるいは (10)を『Cramerの公式』という。連立 1次方程式の解が係数の作る行列式を
用いてあらわされたものである。Cramerの公式は解の構造を示す式として重要である。
問題 III−3 − 1
連立 1次方程式を解きなさい。 

2x1 − 3x2 + 4x3 = 13

−x1 + 5x2 − x3 = 0

3x1 + 4x2 − 2x3 = 4
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

解例

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
13 −3 4
0 5 −1
4 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

−1 5 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 13 4

−1 0 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

−1 5 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1, x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 13

−1 5 0
3 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

−1 5 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

問題 III−3 − 4
連立 1次方程式を解きなさい。 

x1 − 2x2 − 3x3 = −1

2x1 + 3x2 − x3 = 1

3x1 + 5x2 + 2x3 = 8
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

解例 III−3 − 4

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −3
1 3 −1
8 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −3
2 3 −1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
2 1 −1
3 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −3
2 3 −1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1, x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
2 3 1
3 5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −3
2 3 −1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

問題 III−3 − 5
連立 1次方程式を解きなさい。 

2x1 + 2x2 − x3 = 11

x1 − x2 − 2x3 = 3

3x1 − 3x2 + 2x3 = 1
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3.3 Cramerの公式 3 連立 1次方程式の解

解例 III−3 − 5

x1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
11 2 −1
3 −1 −2
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −1 −2
3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3, x2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 11 −1
1 3 −2
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −1 −2
3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2, x3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 11
1 −1 3
3 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −1 −2
3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1
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3.4 まとめ 3 連立 1次方程式の解

3.4 まとめ
•連立 1次方程式の係数の行列式を Dとする。
•D ̸= 0 であれば、方程式は解を持つ。
•Cramerの公式によって、方程式の解は

xj = b1A1j + b2A2j + · · · + bnAnj

D
, ; j = 1, 2, · · · , n
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3.4 まとめ 3 連立 1次方程式の解
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3.4 まとめ 3 連立 1次方程式の解
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