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1 行列式の定義

1 行列式の定義

1.1 はじめに
•連立方程式の解を求める問題は何度も解
いたと思います。

•行列式は連立方程式と密接に関連し
ます。

1.1.1 ポイント
•異なる自然数からなる順列
•順序対
•転倒の個数
•順列の符号
•行列式の定義
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

1.2 順列とその符号
n個の異なった自然数を並べた順列

p1, p2, · · · , pi, · · · , pj , · · · , pn (1)

を考える。

•順列 (1)が小さい順に並んでいれば、この順列は『自然の順序』に並んでいるという。
•そうでない場合は、この順列の中に『転倒』があるという。

最上資料館 4/33



1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

1.2.1 転倒
『転倒』を以下のように定義する。
順列 (1)の中から 2つの数 pi と pj を取り出してそれらの組 (pi, pj)をつくる。ここで pi と

pj を並べる順序は順列 (1)の中でそれらが並んでいる順序と同じにする。この (pi, pj)を『順
序　
つい
対　』という。このとき

•pi < pj であれば、この順序対 (pi, pj)は『転倒していない』という。
•pi > pj であれば、この順序対 (pi, pj)は『転倒している』という。

順列 (1)から作ることのできる順序対の個数は nC2 個あるが、その中の転倒している順序対
の数を順列 (1)の『転倒の個数』という。
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

1.2.2 遇順列と奇順列
転倒の個数が偶数個である順列を『　

ぐう
遇　順列』といい、奇数個である順列を『　

き
奇　順列』とい

う。転倒の個数が 0である順列は遇順列として扱う。

補題 III−1 − 1� �
順列 (1)において隣り合った 2つの数、piと pi+1を入れ替えた順列を作ると、この順列と
元の順列とでは、転倒の個数の差は 1つである。� �
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

証明
pi と pi+1 の位置だけを入れ替えて得られる 2つの順列

p1, p2, · · · , pi−1, pi, pi+1, pi+2, · · · , pn (2)

p1, p2, · · · , pi−1, pi+1, pi, pi+2, · · · , pn (3)

(2)と (3)における転倒の個数の差は (pi, pi+1) と (pi+1, pi)から生ずる差だけである。
(2)と (3)をそれぞれ 3つのグループに分ける。

{p1, p2, · · · , pi−1} (4)

{pi, pi+1} (5)

{pi+2, · · · , pn} (6)
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

(4)と (6)は二つの順列 (2)(3)で全く同じである。従って、(4)の中だけ、あるいは (6)の中だ
けで作られる順序対および、一方が (4)に含まれ、もう一方が (6)に含まれる順序対をつくっ
たとき、二つの順列 (2)(3)の転倒の個数に差はない。(4)と (5)の間、(5)と (6)の間で作られ
る順序対においても、pi と pi+1 の入れ替えによって、転倒している順序対の個数は影響され
ない。

(2)と (3)における転倒の個数の差は (5)の中だけで生ずるが、(pi, pi+1)と (pi+1, pi)のう
ち一方は転倒しており、一方は転倒していないから、その差は 1つである。
以上により (2)と (3)の転倒の個数の差は 1つだけである。（終）
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義
補題 III−1 − 2� �
順列 (1)における二つの数 pi と pj を入れ替えた順列を作ると、この順列と元の順列 (1)
とでは、転倒の個数の差は奇数個である。� �

証明

p1, p2, · · · , pi−1, pi, pi+1, · · · , pj−1, pj , pj+1, · · · , pn (7)

において pi と pj を入れ替えると

p1, p2, · · · , pi−1, pj , pi+1, · · · , pj−1, pi, pj+1, · · · , pn (8)

である。
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

ここで隣り合う数との入れ替えを繰り返して、(7)が (8)になることを考える。隣り合う数
との入れ替えは pi と pj に挟まれた部分だけで行えばいいから (7)の

pi, pi+1, · · · , pj−1, pj (9)

の部分と (8)の

pj , pi+1, · · · , pj−1, pi (10)

の部分を取り出して、(9)に、隣との入れ替えを何回繰り返せば (10)になるのかを調べる。
まず、(9)の左端にある pi を次々に右隣と入れ替えて右端に持ってくると

pi+1, · · · , pj−1, pj , pi (11)
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

となるが、この場合隣との入れ替えの回数は j − i回である。
次いで右端から二番目の pj を左隣と入れ替えて左端まで持ってくると (10)になるが、この
時入れ替えの個数は前回より 1回少なくなるから j − i − 1回である。こうして、(9)に

(j − i) + (j − i − 1) = j − i − j − 1 − 1 (12)

= 2(j − i) − 1 (13)

回入れ替えを行うと (10)になる。(13)は奇数である。ところで補題 III−1 − 1により、1回の
隣りとの入れ替えによる転倒の個数の変化は 1つであるから、奇数回の入れ替えによって転倒
の個数は奇数個かわる。よって順列 (7)と (8)の転倒の個数の差は奇数である。（終）
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義
定理 III−1 − 1� �
異なる自然数の順列

p1, p2, · · · , pi, · · · , pj , · · · , pn (14)

において、任意の 2つの数 pi と pj を入れ替えると、順列の偶奇が逆になる。� �
証明
補題 III−1 − 2により pi と pj の入れ替えによって転倒の個数が奇数個変わるから、結果と

して順列の偶奇が逆になることは明らかであろう。(終)
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義

1.2.3 順列の符号
順列 (p1, p2, · · · , p3)の転倒の個数を N としたき

ε(p1, p2, · · · , p3) = (−1)N (15)

によって ε(p1, p2, · · · , p3)を定義し、順列 (p1, p2, · · · , p3)の『符号』という。
この定義から明らかに

ε(p1, p2, · · · , pn) =

 +1 ; (p1, p2, · · · , pn)が遇順列のとき
−1 ; (p1, p2, · · · , pn)が奇順列のとき

(16)

である。
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1.2 順列とその符号 1 行列式の定義
定理 III−1 − 1系� �
互いに異なった数からなる順列の中の 2つの数を入れ替えると、順列の符号は逆になる。� �

証明
定理 III−1 − 1により pi と pj の入れ替えによって順列の偶奇が逆になるのだから、N の偶
奇が逆になる。(終)
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

1.3 行列式の定義
n2 個の数を、添え字を 2つ右下につけた

n2 個の文字

aij ; i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · , n (17)

であらわし、これらを正方形に配置した表
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 (18)

をつくる。この表を『行列』という。とくに
(18)は正方形に配置されているので『正方行
列』という。この時の nを使い (18)を『n次
正方行列』または『n次の行列』という。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

文字 aij を行列の『成分』という。横に並
んだ数の配置を『行』といい、縦に並んだ数
の配置を『列』という。
最上段の

a11 a12 · · · a1n (19)

を『第 1行』といい、順に下に向かって第 2
行,第 3行,· · · ,第 n行という。

縦の列は最左端の

a11

a21
...

an1

(20)

を第 1列といい、順に右に向かって第 2列,
第 3列,· · · ,第 n列という。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

ここで、要素の積を作ることを考える。行
列 (18)のそれぞれの行から 1つずつ成分を
選ぶ。この時第 1行から選ばれる成分を

a1p1 (21)

とし、第 2行から選ばれる成分を

a2p2 (22)

とする。これを第 n行まで続け、第 n行から

選ばれる成分を

anpn
(23)

とし、これらの全ての積

a1p1a2p2 · · · anpn (24)

を作る。その際、各行から選ばれた成分の属
する列の番号 p1, p2, · · · , pn の中に同じ番号
が無いようにする。

最上資料館 17/33



1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

p1, p2, · · · , pn は行の番号だから、1から n

までのどれかである。この中に同じものが無
いのであれば

(p1, p2, · · · , pn) (25)

は 1から nまでの数の順列になっている。即
ち、積 (24)は、それぞれの行から 1つずつ、
しかも、どの列からも 1つずつ選ばれた成分
の積である。
このように選ばれた積 (24)は、1から nま

での全ての順列の個数、n!個だけ作ることが

できる。
次に、n!個の積 (24)に符号をつける。その
際、積 (24)に着ける符号は順列 (25)の符号

ε(p1, p2, · · · , pn) (26)

を採用する。
こうして符号のついた積

ε(p1, p2, · · · , pn) a1p1a2p2 · · · anpn
(27)

を n!個作り、それらの和を作る。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

この和を行列 (18)の『行列式』といい、行列 (18)の ( )を | |で置き換えた記号であらわ
す。即ち行列 (18)の行列式は∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(p1,p1,··· ,pn)

　ε(p1, p2, · · · , pn)a1p1a2p2 · · · anpn (28)

で定義される。ここで
∑

(p1,p1,··· ,pn)

は、1,2,· · · ,nからつくられるすべての順列 (p1, p1, · · · , pn)

の和をあらわす記号である。(28)右辺は計算すると一つの「値」となるが、この「値」を左辺
の『行列式の値』または単に『行列式』という。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

1.3.1 2次の正方行列の行列式 —数値例—

2次の正方行列をa11 a12

a21 a22

 (29)

とする。1行目から a11 を選ぶと成分の積は

a11a22 (30)

1行目から a12 を選ぶと成分の積は

a12a21 (31)

である。(30)の符号は

ε(1, 2) (32)

であり、(31)の符号は

ε(2, 1) (33)

である。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

よって ∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = ε(1, 2)a11a22 + ε(2, 1)a12a21 (34)

= a11a22 − a12a21 (35)
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

1.3.2 3次の正方行列の行列式 —数値例—

3次の正方行列を
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 (36)

とする。
1行目から a11 を選んだときの可能な積は

a11a22a33 (37)

a11a23a32 (38)

1行目から a12 を選んだときの可能な積は

a12a21a33 (39)

a12a23a31 (40)

1行目から a13 を選んだときの可能な積は

a13a21a32 (41)

a13a22a31 (42)

積は全てで 3! = 3 × 2 × 1 = 6 である。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

これらに符号をつけて和をとると、

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ε(1, 2, 3)a11a22a33 + ε(1, 3, 2)a11a23a32

+ε(2, 1, 3)a12a21a33 + ε(2, 3, 1)a12a23a31

+ε(3, 1, 2)a13a21a32 + ε(3, 2, 1)a13a22a31

(43)

符号を ±1に置き換えると

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a22a32 − a12a21a33 − a13a22a31 (44)

(35) (44)を Sarrasの方法という。
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

問題 III−1 − 1
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
1 5 2
4 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

b c a

c a b

∣∣∣∣∣∣∣∣
(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

解例 III−1 − 1
(1)∣∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ab − cd

(2)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 45 + 84 + 96 − 48 − 72 − 105 = 0
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

(3)∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
1 5 2
4 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 45 + 16 + 2 + 20 − 6 + 12 = 89

(4)∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

c a b

b c a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a3 + b3 + c3 − 3abc
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

(5)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = bc2 + ab2 + ac2 − a2b − ac2 − b2c
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

問題 III−1 − 2
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4

−1 5 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
13 −3 4
0 5 −1
4 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 13 4

−1 0 −1
3 4 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 13

−1 5 0
3 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

問題 III−1 − 3
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −3
2 3 −1
3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 −3
1 3 −1
8 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
2 1 −1
3 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
2 3 1
3 5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.3 行列式の定義 1 行列式の定義

問題 III−1 − 4
次の行列式を計算しなさい。

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −1
1 −1 −2
3 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
11 2 −1
3 −1 −2
1 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 11 −1
1 3 −2
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 11
1 −1 3
3 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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1.4 まとめ 1 行列式の定義

1.4 まとめ
•n2 個の数を正方形に並べた表を ( )で囲み、n次正方行列という。
•n次正方行列の ( )を | |に変えたものを行列式の値という。
•行列式の値を∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(p1,p1,··· ,pn)

　ε(p1, p2, · · · , pn)a1p1a2p2 · · · anpn

と定義する。
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1.4 まとめ 1 行列式の定義
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