
9 χ2 分布と区間推定

第 IX部 統計的検定

9 χ2分布と区間推定

•χ2 分布
•χ2 分布の 95%信頼区間
•母平均が既知のときの母分散の区間推定
•母平均が未知のときの母分散の区間推定

9.1 はじめに
•事前情報があればいろいろ捗ります。
•事前情報が無ければ、手元の情報で何と
かしなくてはなりません。

•得られた情報から母分散を推定します。
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

9.1.1 平均
n個の数値があり、i番目の値を xi であら
わす。n個ある数値を全て足し合わせること
を『総和』といい

n∑
i=1

xiであらわす。xiの総

和を nで割った値を『平均』といい x̄であら
わす。

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi (1)

9.1.2 分散
xi と x̄の差

xi − x̄ (2)

を『平均からの偏差』という。『平均からの
偏差』の二乗

(xi − x̄)2 (3)

の平均を『分散』といい Vx であらわす。

Vx = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (4)
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

9.1.3 共分散
二つの数値からなる組が n 組ある。数値
を区別する記号に x, y、組を識別する添え字
に iを採用し、i番目の組を (xi, yi)とあらわ
す。xi の平均からの偏差と yi の平均からの
偏差の積の平均を『共分散』いい、Covxy で
あらわす。

Covxy = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ) (5)

9.1.4 相関係数
共分散を x, yのそれぞれの標準偏差で割っ
た値を『相関係数』といい ρxy であらわす。

ρxy = Covxy√
Vx

√
Vy

(6)

ρxy = 0 (7)

のことを『無相関』という。無相関であれ
ば、Covxy = 0である。
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

9.1.5 和の平均と平均の和
無相関な二つの数値からなる組が n 組あ
る。数値を区別する記号に x, y、組を識別す
る添え字に iを採用し、i番目の組を (xi, yi)
とあらわす。ここで

wi = xi + yi (8)

とおき、wの平均を求める。

w̄ = 1
n

n∑
i=1

zi (9)

= 1
n

n∑
i=1

(xi + yi) (10)

= 1
n

(
n∑

i=1
(xi) +

n∑
i=1

(xi)

)
(11)

= 1
n

n∑
i=1

(xi) + 1
n

n∑
i=1

(xi) (12)

= x̄ + ȳ (13)
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

9.1.6 和の分散と分散の和
同様に、wの分散を求める。

Vw = 1
n

n∑
i=1

(zi − z̄)2 (14)

= 1
n

n∑
i=1

((xi + yi) − (x̄ + ȳ))2 (15)

= 1
n

n∑
i=1

(xi + yi − x̄ − ȳ)2 (16)

= 1
n

n∑
i=1

((xi − x̄) + (yi − ȳ))2 (17)
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

= 1
n

n∑
i=1

(
(xi − x̄)2 + 2 (xi − x̄) (yi − ȳ) + (yi − ȳ)2

)
(18)

= 1
n

(
n∑

i=1
(xi − x̄)2 + 2

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ) +
n∑

i=1
(yi − ȳ)2

)
(19)

= 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 + 2 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ) + 1
n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 (20)

仮定により第 2項は 0なので、

= Vx + Vy (21)
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9.1 はじめに 9 χ2 分布と区間推定

9.1.7 平均と分散の公式
無相関な 2つの変数の組 (xi, yi)を考える。wi = xi + yi とおくと、以下の関係が成り立つ。

w̄ = x̄ + ȳ (22)

Vw = Vx + Vy (23)
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.2 χ2分布

9.2.1 標準正規分布
平均 0, 分散 1 の正規分布 N(0, 1)を『標準
正規分布』という。標準正規分布の確率密度
関数は、

f(z) = 1√
2π

exp
(

−z2

2

)
(24)

である。

標準正規分布 N(0, 1) に従う変数のこと
を、特に『正規偏差』といい z であらわす。
N(µ, σ2)に従う確率変数 xを標準化すると

z = x − µ

σ
(25)

正規偏差 zに変換できる。
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.2.2 χ2 分布
標準正規分布 N(0, 1)に従う n個の独立な確率変数 z1, z2, · · · , zn の平方和から統計量を作

り χ2
(z) とあらわす。

χ2
(z) =

n∑
i=1

zi
2 (26)

このとき nを『自由度』といい ν を使ってあらわす。χ2
(z) が従う分布を『自由度 ν = nの χ2

分布1）』という。χ2
(z) は、zi の平方和なので非負値の統計量である。

1） χはギリシャ文字カイ (chi)の小文字。アルファベットのエックス (x)と紛らわしいためカタカナでカイ二乗と
あらわすこともある。
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.2.3 χ2 分布の和
2 つの確率変数 u1, u2 が独立にそれぞれ

χ2 分布に従うとする。

u1 =
n∑

i=1
zi

2 (27)

u2 =
m∑

j=1
zj

2 (28)

u1 と u2 の和を u3 とあらわす。

u3 = u1 + u2 (29)

(27) (28)を代入すると

u3 =
n∑

i=1
zi

2 +
m∑

j=1
zj

2 (30)

=
n∑

i=1
zi

2 +
n+m∑

i=n+1
zi

2 (31)

=
n+m∑
i=1

zi
2 (32)

となり、u3は自由度 ν = n + mの χ2分布に
従う。
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.2.4 χ2 分布の 95% 信頼区間
χ2 分布は自由度 ν によってその形を大きく変える。分布の左右にそれぞれ 2.5%の領域をと
り、中央部分に 95%の区間をとる。このとき、左側の臨界値を χ2

.025 とあらわし、右側の臨界
値を χ2

0.975 とあらわす。
左右の臨界値に挟まれる区間を『95%信頼区間』という。この 95%信頼区間は、(26)によっ
て得られる統計量 χ2

(z) が 95%の確率で含まれる区間である。
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

表 1 χ2 分布の 95% 信頼区間の臨界値
ν χ2

.025 χ2
.975

1 0.001 5.024
2 0.051 7.378
3 0.216 9.348
4 0.484 11.143
5 0.831 12.833
6 1.237 14.449
7 1.690 16.013

ν χ2
.025 χ2

.975

8 2.180 17.535
9 2.700 19.023
10 3.247 20.483
20 9.591 34.170
25 13.120 40.646
50 32.357 71.420
100 74.222 129.561
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 1 自由度 ν = 3の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 2 自由度 ν = 4の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 3 自由度 ν = 5の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 4 自由度 ν = 6の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 5 自由度 ν = 7の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 6 自由度 ν = 8の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0

0.1

0.2

0.3

χ2
.025 χ2

.975

χ2

f(χ2)

最上資料館 18/44



9.2 χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

図 7 自由度 ν = 9の χ2
(z) の確率密度関数の 95%信頼区間
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9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定
母平均 µが既知 (µ = µ∗)であるとする。正規母集団 N(µ∗, σ2)から、サンプルサイズ nの
標本を抽出し、それぞれの値を xi であらわす。
この時、

χ2
(µ) =

n∑
i=1

(
(xi − µ∗)2

σ

)2

(33)

は、自由度 ν = nの χ2 分布に従う。
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9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

9.3.1 数値例
µ = 80と分かっている正規母集団から n = 3の標本を抽出したところ、

{76, 85, 83}

であった。n = 3の標本から χ2
(µ) を作ると、

χ2
(µ) =

(
76 − 80

σ

)2

+
(

85 − 80
σ

)2

+
(

83 − 80
σ

)2

(34)

= (−4)2

σ2 + 52

σ2 + 32

σ2 (35)

= 16
σ2 + 25

σ2 + 9
σ2 = 50

σ2 (36)
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9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

χ2
(µ) = 50

σ2 は自由度 ν = 3の χ2分布に従う
ので、95%信頼区間は、表 1より

0.216 ≦ 50
σ2 ≦ 9.348 (37)

(37)左辺・中央部分より

0.216 ≦ 50
σ2 (38)

0.216 σ2 ≦ 50 (39)

σ2 ≦ 50
0.216

(40)

σ2 ≦ 231.701 (41)

(37)右辺・中央部分より
50
σ2 ≦ 9.348 (42)

50
9.348

≦ σ2 (43)

5.349 ≦ σ2 (44)

これらを併せると母分散の 95%信頼区間は、

5.349 ≦σ2 ≦ 231.701 (45)

である。この区間を推定することを『母平均
が既知のときの母分散の区間推定』という。
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9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

問題 IX−9 − 1
µ = 80と分かっている正規母集団から標本を抽出したところ、

{76, 77, 83, 84}

であった。母分散の 95%信頼区間を求めよ。
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9.3 母平均 µが既知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

解例 IX−9 − 1

χ2
(µ) =

(
76 − 80

σ

)2

+
(

77 − 80
σ

)2

+
(

83 − 80
σ

)2

+
(

84 − 80
σ

)2

= 50
σ2

n = 4

表 1より、自由度 ν = 4の χ2 分布の 95%信頼区間は、

0.484 ≦50
σ2 ≦ 11.143

4.487 ≦σ2 ≦ 103.216

従って、母分散は 95%の確率で 4.487 ≦ σ2 ≦ 103.216に含まれる。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.4 標本分散と χ2分布

9.4.1 標本平均
標本に属する要素の平均を『標本平均』と

いい X̄ であらわす。標本に属する要素の数
を nとし、i番目の要素を xi とすると、

X̄ = 1
n

n∑
i=1

xi (46)

で求めることができる。

9.4.2 標本分散
標本の分散を『標本分散』といい s2 であ
らわす。

s2 = 1
n

n∑
i=1

(
xi − X̄

)2 (47)
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.4.3 標本平均と χ2 分布
正規分布 N(µ, σ2)に従う確率変数 xを標

準化すると zは標準正規分布N(0, 1)に従う。
そこで、N(µ, σ2)からの大きさ nの標本につ
いて

χ2
(µ) =

n∑
i=1

(
xi − µ

σ

)2

(33)

は自由度 ν = nの χ2 分布に従う。

また、µのかわりに標本平均 X̄ を用いた
統計量

χ2
(X̄) =

n∑
i=1

(
xi − X̄

σ

)2

(48)

は、自由度 ν = n − 1の χ2分布に従うことが
知られている。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.4.4 自由度が減る理由
N(µ, σ2)に従う二つの独立な確率変数を x1 と x2 とする。この二つの変数の標本平均を求
めると

X̄ = x1 + x2

2
(49)

µの代わりに X̄ を用いて標準化をおこなうと、

w1 = x1 − X̄

σ
(50)

w2 = x2 − X̄

σ
(51)

である。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

これらの二乗和を求める。

w1
2 + w2

2 =
(

x1 − X̄

σ

)2

+
(

x2 − X̄

σ

)2

(52)

(
b

a

)2

= b

a
× b

a
= b2

a2 なので

=
(
x1 − X̄

)2

σ2 +
(
x2 − X̄

)2

σ2 (53)

分数から分子を掃き出し

= 1
σ2

(
x1 − X̄

)2 + 1
σ2

(
x2 − X̄

)2 (54)
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

X̄ に (49)を代入

= 1
σ2

(
x1 − x1 + x2

2

)2

+ 1
σ2

(
x2 − x1 + x2

2

)2

(55)

= 1
σ2

(
2x1 − (x1 + x2)

2

)2

+ 1
σ2

(
2x2 − (x1 + x2)

2

)2

(56)

= (x1 − x2)2

22σ2 + (x2 − x1)2

22σ2 (57)

(a − b)2 = (b − a)2 なので、

= �2(x1 − x2)2

2�2σ2
(58)
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

約分して

= (x1 − x2)2

2σ2 (59)

=
(

x1 − x2√
2σ

)2

(60)

=
(

x1 + (−x2)√
2σ

)2

(61)

ここで、x2は、平均 µ,分散 σ2の正規分布N(µ, σ2)なので、−x2は、平均 −µ,分散 σ2の正
規分布 N(−µ, σ2) である。
そして、x1 の平均は µであって x2 の平均は −µだから、x1 + (−x2)の平均は µ − µ = 0で
ある。
また、x1 の分散は σ2,x2 の分散も σ2 だから、x1 + (−x2)の分散は σ2 + σ2 = 2σ2 である。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

従って、(x1 + (−x2))は、平均 0,分散 2σ2 の正規分布 N(0, 2σ2)なので、

w3 = (x1 + (−x2)) − 0√
2σ

= z (62)

は標準正規分布に従う。
従って、w3

2 つまり、(w1
2 + w2

2)は自由度 ν = 1の χ2 分布に従う。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

9.4.5 χ2
(X̄) と標本分散 s2

(48)は自由度 ν = n − 1の χ2 分布である。

χ2
(X̄) =

n∑
i=1

(
xi − X̄

σ

)2

(48)

= 1
σ2

n∑
i=1

(
xi − X̄

)2 (63)

= 1
σ2

(
n

1
n

) n∑
i=1

(
xi − X̄

)2 (64)

(47)を代入する

= ns2

σ2 (65)

標本分散 s2の確率分布は自由度 ν = n − 1の
χ2 分布を用いてあらわすことができる。

χ2
(X̄) は標本分散 s2 に比例する統計量で

ある。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

例題 2
正規母集団から n = 4の標本を抽出した。標本の要素は

{3, 9, 11, 17}

であった。標本平均 X̄, 標本分散 s2, χ2
(X̄), 自由度 ν を求めなさい。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

解法

X̄ = 3 + 9 + 11 + 17
4

= 10 (66)

s2 = (3 − X̄)2 + (9 − X̄)2 + (11 − X̄)2 + (17 − X̄)2

n

= (3 − 10)2 + (9 − 10)2 + (11 − 10)2 + (17 − 10)2

4
= 25 (67)

χ2
(X̄) = ns2

σ2 = 4 × 25
σ2 = 100

σ2 (68)

ν = n − 1 = 3 (69)

従って、χ2
(X̄) = 100

σ2 は自由度 ν = 3の χ2 分布に従う。

最上資料館 34/44



9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

問題 IX−9 − 2
正規母集団から n = 5の標本を抽出した。標本の要素は

{1, 5, 7, 9, 13}

であった。標本平均 X̄, 標本分散 s2, χ2
X̄

, 自由度 ν を求めなさい。
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9.4 標本分散と χ2 分布 9 χ2 分布と区間推定

解例 IX−9 − 2

X̄ = 1 + 5 + 7 + 9 + 13
5

= 7 (70)

s2 = (1 − 7)2 + (5 − 7)2 + (7 − 7)2 + (9 − 7)2 + (13 − 7)2

5
= 16 (71)

χ2
(X̄) = 5 × 16

σ2 = 80
σ2 (72)

ν = 5 − 1 = 4 (73)

従って、χ2
(X̄) = 80

σ2 は自由度 ν = 4の χ2 分布に従う。
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9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定
これまでの議論で以下の点が確認された。

•正規母集団から得られたサンプルサイズ nの標本の標本平均 X̄ を用いた統計量 χ2
(X̄)は自

由度 ν = n − 1の χ2 分布に従う。
•自由度 ν の χ2 分布の 95%信頼区間は得られている。

これにより、χ2
(X̄)を使い、自由度 ν = n − 1の χ2分布の 95%信頼区間を得ることにより『母

分散の区間推定』が可能となる。
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9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

9.5.1 数値例
正規母集団から抽出した {76, 85, 82, 80, 77}を使い、X̄, s2, χ2

(X̄), ν ならびに母分散 σ2 の
95%信頼区間を求めなさい。
解法

X̄ = 76 + 85 + 82 + 80 + 77
5

= 80 (74)

s2 = (−4)2 + 52 + 22 + 02 + (−3)2

5
= 10.8 (75)

χ2
(X̄) = 5 × 10.8

σ2 = 54
σ2 (76)

ν = 5 − 1 = 4 (77)

従って、χ2
(X̄) は自由度 ν = 4の χ2 分布に従う。
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9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

表 1より自由度 ν = 4の χ2 分布の 95%信頼区間は

0.484 ≦ 54
σ2 ≦ 11.143 (78)

である。従って母分散の 95%信頼区間は

4.846 ≦ σ2 ≦ 111.474 (79)

である。
この区間推定を『母平均が未知のときの母分散の区間推定』という。
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9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

問題 IX−9 − 3
正規母集団から抽出した {76, 77, 83, 84}を使い、X̄, s2, χ2

(X̄), ν ならびに母分散 σ2の 95%
信頼区間を求めなさい。
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9.5 母平均 µが未知のときの母分散の区間推定 9 χ2 分布と区間推定

解例 IX−9 − 3

X̄ = 76 + 77 + 83 + 84
4

= 80

s2 = (−4)2 + (−3)2 + (3)2 + (4)2

4
= 12.5

χ2
(X̄) = 12.5 × 4

σ2 = 50
σ2

ν = 4 − 1 = 3

従って、χ2
(X̄) は自由度 ν = 3 の χ2 分布に

従う。

自由度 ν = 3の χ2 分布の 95%信頼区間は

0.216 ≦ 50
σ2 ≦ 9.348

である。
従って、母分散の 95%信頼区間は

50
9.348

≦ σ2 ≦ 50
0.216

5.349 ≦ σ2 ≦ 231.701

である。
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9.6 まとめ 9 χ2 分布と区間推定

9.6 まとめ
•標準正規分布 N(0, 1)に従う n個の独立な確率変数 zi の平方和

χ2
(z) =

n∑
i=1

zi
2

は『χ2 分布』に従う。このとき
•zi の個数 nを『自由度 ν』という。
•χ2 分布の確率密度関数の形は自由度 ν によって異なる。
•確率密度関数の両側に 2.5%を取る χ2

(z) の値を『臨界値』とよぶ。
•左右の臨界値に挟まれた区間を『95%信頼区間』という。

最上資料館 42/44



9.6 まとめ 9 χ2 分布と区間推定

•正規分布 N(µ, σ)に従う n個の独立な確率変数 xi を標準化した値の平方和

χ2
(µ) =

n∑
i=1

xi − µ

σ

は自由度 ν = nの χ2 分布に従う。
•正規母集団から抽出された n個の独立な確率変数 xi を標本平均 X̄ をつかって作られた統
計量

χ2
(X̄) =

n∑
i=1

xi − X̄

σ

は自由度 ν = n − 1の χ2 分布に従う。
•母平均 µが既知の場合は χ2

(µ) を使い、母平均が未知の場合は χ2
(X̄) 使い、『母分散の 95%

信頼区間』を推定する。
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9.6 まとめ 9 χ2 分布と区間推定
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