
3 標準正規分布

第 IX部 統計的検定

3 標準正規分布

•標準化
•正規分布
•標準正規分布

3.1 はじめに
•いろいろなことは関わり合いを持ってい
ます。

•確実に説明できることもあれば、何とな
く信じられていることもあります。
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3.1 はじめに 3 標準正規分布

3.1.1 ネイピア数
定義� �
以下で定義される無理数を e であらわ
し、ネイピア数という。

e = lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n

(1)� �
ネイピア数 eは底とすることが多い。そこで

ex = exp(x) (2)

とあらわす。

ネイピア数は、

e = 2.718 281 828 459 045 235 36 · · · (3)

と続く無理数である。
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3.2 確率 3 標準正規分布

3.2 確率
確率とは事象の起こりやすさを定量的に示すものである。

3.2.1 標本空間と事象
•観測されうる結果を『標本点』とよび ωi であらわす。
•標本点の全体の集合を『標本空間』とよび Ωであらわす。
•標本空間の部分集合を『事象』とよび大文字であらわす。
•標本点を一つも含まないことも事象とみなし『　

くう
空　事象』とよび ∅ であらわす。

•事象 Aの起こる確率を Pr(A)であらわす。

最上資料館 3/43



3.2 確率 3 標準正規分布

3.2.2 事象の演算
•事象 A と 事象 B 二つの事象において A と B が共通の標本点を持たない場合 A と B は
『　

はいはん
排反　事象』であるという。また、A と B が共通の標本点を持たないことを A と B は排
反であるという。

•事象 Aと事象 B二つの事象のうち少なくとも一つがおこる事象を Aと Bの『　
わ
和　事象』と

よび A ∪ B であらわす。
•事象 Aと事象 B 二つの事象が同時に起こる事象を『　

せき
積　事象』とよび A ∩ B であらわす。

•事象 Aが起こらない事象を『　
ほ
補　事象』とよび AC であらわす。
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3.2 確率 3 標準正規分布
定義� �
事象 A と 事象 B とそれらの積事象 A ∩ B の確率の関係が、

Pr(A ∩ B) = Pr(A) Pr(B) (4)

である場合、事象 A と 事象 B は『独立』であるという。� �
積事象の確率を二つの事象の確率の積としてあらわすことができるとき二つの事象は独立で
ある。
複数の事象が同時に起こる事象つまり積事象の確率を『同時確率』という。事象が独立な
時、同時確率は事象の確率の積としてあらわすことができる。
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3.2 確率 3 標準正規分布

3.2.3 確率の公理
確率の公理は次の３つからなる。これに合うならどのような数も確率と認められる。

1. すべての事象 Aに対して
0 ≦ Pr(A) ≦ 1

2. 標本空間 Ω全体の確率は、
Pr(Ω) = 1

3. 互いに排反な事象 A1, A2, A3, · · · に対して

Pr (A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ · · · ) = Pr (A1) + Pr (A2) + Pr (A3) + · · ·
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3.3 二項分布 3 標準正規分布

3.3 二項分布
定義� �
ある試行において事象 E の起こる確率を Pr(E) = p、その補事象の確率を Pr(EC) = qと
する。この試行を独立に n回繰り返すとき、事象 Eの起こる回数をX とすればX の確率
分布は

Pr(X = x) = nCxpxqn−x (5)

である。この確率分布を確率 pに対する次数 nの二項分布といい、B(n, p)という記号で
あらわす。� �
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3.3 二項分布 3 標準正規分布
定理 IX−2 − 1� �
確率 pに対する次数 nの二項分布 B(n, p)の期待値と分散は

E(X) = np (6)

V (X) = npq (7)

である。� �
二項分布 B(n, p)の標準偏差は

D(X) = √
npq (8)
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3.3 二項分布 3 標準正規分布

表 1 n = 8の二項分布の期待値と分散と標準偏差
p 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1

期待値 7.2 6.4 5.6 4.8 4.0 3.2 2.4 1.6 0.8
分散 0.72 1.28 1.68 1.92 2.00 1.92 1.68 1.28 0.72
標準偏差 0.8485 1.1314 1.2961 1.3856 1.414 1.386 1.2961 1.1314 0.8485
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3.4 標準化 3 標準正規分布

3.4 標準化
定義� �
確率変数 (X) の期待値からの偏差を標
準偏差で割ることを『標準化』といい、
変換された値を『z値』という。

zi = xi − E(X)
D(X)

(9)� �
確率 p に対する次数 n = 8 の二項分布

B(8, p)を標準化する。

表 2 B(8, 0.5)の z値の分布
x z 値 Pr(Z)

1 −2.828 427 0.003 906
2 −2.121 320 0.031 250
3 −1.414 213 0.109 375
3 −0.707 106 0.218 750
4 0.000 000 0.273 437
5 0.707 106 0.218 750
6 1.414 213 0.109 375
7 2.121 320 0.031 250
8 2.828 427 0.003 906
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3.4 標準化 3 標準正規分布

表 3 B(8, 0.4)の z値の分布
x z 値 Pr(Z)

1 −2.309 401 1 0.016 796 2
2 −1.587 713 2 0.089 579 5
3 −0.866 025 4 0.209 018 9
3 −0.144 337 6 0.278 691 8
4 0.577 350 3 0.232 243 2
5 1.299 038 1 0.123 863 0
6 2.020 725 9 0.041 287 7
7 2.742 413 8 0.007 864 3
8 3.464 101 6 0.000 655 4

表 4 B(8, 0.3)の z値の分布
x z 値 Pr(Z)

1 −1.851 640 2 0.057 648 0
2 −1.080 123 4 0.197 650 3
3 −0.308 606 7 0.296 475 5
3 0.462 910 0 0.254 121 8
4 1.234 426 8 0.136 136 7
5 2.005 943 5 0.046 675 4
6 2.777 460 3 0.010 001 9
7 3.548 977 0 0.001 224 7
8 4.320 493 8 0.000 065 6
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3.4 標準化 3 標準正規分布

3.4.1 確率を面積とするグラフ
それぞれの zi を中心に、zi+1 − zi の幅を

X 軸上にとり、長方形の面積が対応する確
率をあらわすように高さをとる。この高さを
f(Z)とあらわす。

zi の区間は[
zi − (zi+1 − zi)

2
, zi + (zi+1 − zi)

2

]
(10)

である。

表 5 B(8, 0.5)の z値の区間の幅と高さ
左端　 右端 高さ

−3.181 981 −2.474 874 0.005 524
−2.474 874 −1.767 767 0.044 194
−1.767 767 −1.060 660 0.154 680
−1.060 660 −0.353 553 0.309 359
−0.353 553 0.353 553 0.386 699

0.353 553 1.060 660 0.309 359
1.060 660 1.767 767 0.154 680
1.767 767 2.474 874 0.044 194
2.474 874 3.181 981 0.005 524
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3.4 標準化 3 標準正規分布

図 1 B(8, 0.5)の Z の分布
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3.4 標準化 3 標準正規分布

図 2 B(8, 0.4)の Z の分布
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3.4 標準化 3 標準正規分布

図 3 B(8, 0.3)の Z の分布
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3.5 B(25, p)の z値 3 標準正規分布

3.5 B(25, p)の z値

3.5.1 B(25, 0.5)

X が B(25, 0.5) に従うとき期待値, 分散,
標準偏差は

E(X) = np = 25 × 0.5 = 12.5 (11)

V (X) = npq = 25 × 0.5 × 0.5 = 6.25 (12)

D(X) =
√

V (x) =
√

6.25 = 2.500 (13)

である。

従って z値は

z = x − 12.5
2.500

(14)

である。
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3.5 B(25, p)の z値 3 標準正規分布

3.5.2 B(25, 0.4)

E(X) = 25 × 0.4 = 10.0 (15)

V (X) = 25 × 0.4 × 0.6 = 6.00 (16)

D(X) =
√

6.00 = 2.449 (17)

z = x − 10.0
2.449

(18)

3.5.3 B(25, 0.3)

E(X) = 25 × 0.3 = 7.5 (19)

V (X) = 25 × 0.3 × 0.7 = 5.25 (20)

D(X) =
√

5.25 = 2.291 (21)

z = x − 7.5
2.291

(22)
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3.5 B(25, p)の z値 3 標準正規分布

図 4 B(25, 0.5)の Z の分布
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3.5 B(25, p)の z値 3 標準正規分布

図 5 B(25, 0.4)の Z の分布
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3.5 B(25, p)の z値 3 標準正規分布

図 6 B(25, 0.3)の Z の分布
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3.6 B(50, p)の z値 3 標準正規分布

3.6 B(50, p)の z値
同様に n = 50とし、p = 0.5, 0.4, 0.3のヒストグラムを作成する。

表 6 B(50, p)の期待値と分散
p = 0.5 p = 0.4 p = 0.3

E(X) 25.0 20.0 15.0
V (X) 12.50 12.00 10.50
D(X) 3.535 3.464 3.240
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3.6 B(50, p)の z値 3 標準正規分布

図 7 B(50, 0.5)の Z の分布
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3.6 B(50, p)の z値 3 標準正規分布

図 8 B(50, 0.4)の Z の分布
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3.6 B(50, p)の z値 3 標準正規分布

図 9 B(50, 0.3)の Z の分布
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

3.7 B(100, p)の z値
問題 IX−3 − 2
確率変数 X が以下の分布に従うとき、X の期待値,分散,標準偏差を求めなさい。

1. B(100, 0.5)
2. B(100, 0.4)
3. B(100, 0.3)
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

表 7 B(100, p)の期待値と分散
p = 0.5 p = 0.4 p = 0.3

E(X) 50.0 40.0 30.0
V (X) 25.00 24.00 21.00
D(X) 5.000 4.898 4.582

これらを用いて、B(100, p)の z値の分布をグラフにあらわす。
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

図 10 B(100, 0.5)の Z の分布
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

図 11 B(100, 0.4)の Z の分布
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

図 12 B(100, 0.3)の Z の分布
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

問題 IX−3 − 3
確率変数 X が以下の二項分布に従うとき、
確率変数 X を標準化した変数 Z の分布を以
下の仕様に基づき図示しなさい。グラフ作
成に関しては何らかのアプリを使うものと
する。

•棒グラフとする。
•横軸の範囲は

−4 ≦ Z ≦ 4

とする。

•それぞれの長方形は、[
zi − 1

2σX
, zi + 1

2σX

]
を横軸上の幅とし、長方形の面積が

Pr(Z = zi)

となるように高さをとる。

1. B(100, 0.2)
2. B(100, 0.9)
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

図 13 B(100, 0.2)の Z の分布
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3.7 B(100, p)の z値 3 標準正規分布

図 14 B(100, 0.9)の Z の分布
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

3.8 標準正規分布
確率変数Xが二項分布 B(n, p)に従うとき
確率変数 X を標準化した変数 Z

zi = X − np√
np(1 − p)

(23)

は nを十分に大きくすると、そのヒストグラ
ムは、左右対称な釣り鐘型の図形に近づいて
ゆく。

このとき、ヒストグラムの上部を点で結ん
だ曲線は

f(z) = 1√
2π

exp
(

−1
2

z

)
(24)

に近似する。(24)を『正規曲線』という。こ
の正規曲線と z 軸で囲われる範囲の面積は 1
である。正規曲線は z = 0の時、最大値

f(z) = 0.39894228 · · · (25)

をとる f 軸に対して対称な単峰型の正値関
数である。
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

問題 IX−3 − 4
次の曲線をグラフにあらわしなさい。グラフ作成に際しては何らかのアプリを使うものと
する。

f(z) = 1√
2π

exp
(

−1
2

z2
)
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

図 15 正規曲線
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

3.8.1 正規分布
定義� �
確率変数 Z が a と b の間にある確率
Pr(a ≦ Z ≦ b)が区間 [a, b]において、正
規曲線と z軸に挟まれた領域の面積とし
て与えられるとき、確率変数 Z の分布
は『標準正規分布』であるといい

N(0, 1) (26)

であらわす。� �

図 16 Pr (a ≦≦≦ z ≦≦≦ b)
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

3.8.2 標準正規分布の特徴
確率変数 Z が標準正規分布に従うとき、以下の特徴がある。

•Pr (Z ≧ 1) = 0.158 655 254である。
•Pr (Z ≦ −1) = 0.158 655 254である。
•Pr (−1 ≦ Z ≦ 1) = 0.682 689 492である。
•Pr (Z ≧ 2) = 0.022 750 132である。
•Pr (Z ≦ −2) = 0.022 750 132である。
•Pr (−2 ≦ Z ≦ 2) = 0.954 499 736である。

最上資料館 37/43



3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

図 17 Pr (−1 ≦≦≦ z ≦≦≦ 1)
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

図 18 Pr (−2 ≦≦≦ z ≦≦≦ 2)
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布

問題 IX−3 − 5
確率変数 Z が標準正規分布に従うとき、それぞれの確率を求めなさい。なお、確率の算出
に際しては適切な統計表を用いるか何らかのアプリを使用すること。

1. Pr(Z ≧ 1.96)
2. Pr(Z ≦ −1.96)
3. Pr(−1.96 ≦ Z ≦ 1.96)
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3.8 標準正規分布 3 標準正規分布
定義� �
確率変数 X が標準正規分布 Z を用いて

X = m + σZ ;ただしσ ̸= 0 (27)

とあらわせるとき、確率変数 X は平均 m、分散 σ2 の正規分布であるといい、N(m, σ2)
であらわす。� �

確率変数 X が正規分布 N(m, σ2)に従うとき、X を標準化した確率変数

Z = X − m

σ
(28)

は標準正規分布 N(0, 1)に従う。

最上資料館 41/43



3.9 まとめ 3 標準正規分布

3.9 まとめ
•確率変数 X = xi の期待値 E(X)からの偏差を標準偏差 D(X)で割った値を z値とよぶ。

zi = xi − E(X)
D(X)

•確率変数 X から確率変数 Z を求めることを『標準化』という。
•確率変数 X が B(n, p)に従うとき、X を標準化した確率変数 Z は、nが十分に大きいと
き、標準正規分布 N(0, 1)に従う。

•平均m、分散 σ2 の正規分布を N(m, σ2)とあらわす。
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3.9 まとめ 3 標準正規分布
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