
7 相関係数の範囲

第 II部 統計

7 相関係数の範囲

ポイント

•解の公式
•判別式

•相関係数の定義式
•相関係数の範囲

7.1 はじめに
•相関係数の絶対値は 1以下です。
•まる飲みせずに、なんでか疑問を持ちま
しょう。

•覚えるのではなく理解しましょう。
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7.2 総和 7 相関係数の範囲

7.2 総和
定義� �

n個の数値があり、xi を i番目の値とす
る。全ての xi を足し合わせた値を『総
和』と呼び、

n∑
i=1

xi という記号であら

わす。
n∑

i=1
xi = x1 + x2 + · · · + xn (1)

� �

7.2.1 総和の公式
総和記号の定義から以下の公式を導き出す
ことができる。

n∑
i=1

c = nc ; cは定数 (2)

n∑
i=1

axi = a

n∑
i=1

xi ; aは定数 (3)

n∑
i=1

(
xi + yi

)
=

n∑
i=1

xi +
n∑

i=1
yi (4)
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7.2 総和 7 相関係数の範囲

7.2.2 総和の計算において自明な事
総和の公式を組み合わせることにより以下の関係は容易に確認することができる。

n∑
i=1

(
axi + c

)
= a

n∑
i=1

xi + nc (5)

n∑
i=1

(
xi − yi

)
=

n∑
i=1

xi −
n∑

i=1
yi (6)

n∑
i=1

(
xi + yi + zi

)
=

n∑
i=1

xi +
n∑

i=1
yi +

n∑
i=1

zi (7)
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7.2 総和 7 相関係数の範囲

問題 II−7 − 1
以下の式を展開しなさい。

n∑
i=1

(
tui + vi

)2
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7.2 総和 7 相関係数の範囲

解例 II−7 − 1

n∑
i=1

(
tui + vi

)2 =
n∑

i=1

(
t2ui

2 + 2tuivi + vi
2)

=
n∑

i=1
t2ui

2 +
n∑

i=1
2tuivi +

n∑
i=1

vi
2

= t2
n∑

i=1
ui

2 + 2t

n∑
i=1

uivi +
n∑

i=1
vi

2
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7.3 平方根 7 相関係数の範囲

7.3 平方根
二乗すると aになる数を、aの平方根という。

a > 0 のとき aの平方根は正と負の二つあり、それらの絶対値は等しい。
その正の平方根を√

a であらわす。負の平方根は −
√

aである。
これら二つを合わせて ±

√
a とあらわす。

0の平方根は 0だけであり、√
0 = 0と定義する。

a > 0のとき √
a

2 =
(
−

√
a
)2 = a ,

√
a > 0 (8)

a = 0のとき √
0 = 0 (9)
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7.3 平方根 7 相関係数の範囲

7.3.1 b2 の平方根
b2 ≧ 0である。b2 > 0ならば、二乗すると

b2 になる数は、−bと bである。それらのう
ち正の値が

√
b2 である。

b < 0 =⇒ −b > 0 (10)

である。b2 = 0ならば、b = 0なので定義に
より

√
b2 = bである。したがって、

b ≧ 0 =⇒
√

b2 = b (11)

b < 0 =⇒
√

b2 = −b (12)

である。これらをまとめて、
√

b2 = |b| (13)

である。
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

7.4 二次方程式
問題 II−7 − 2
次の式を展開しなさい。

(a + b)2

問題 II−7 − 3
次の式を展開しなさい。

(a + b)(a − b)
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

解例 II−7 − 2

(a + b)2 = (a + b)(a + b)

= aa + ab + ba + bb

= a2 + 2ab + b2

解例 II−7 − 3

(a + b)(a − b) = aa − ab + ab − bb

= a2 − b2
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

問題 II−7 − 4
次の方程式を満たす xを求めなさい。ただし、a > 0 とする。

x2 = a2

問題 II−7 − 5
次の不等式を満たす xの範囲を求めなさい。ただし、a > 0 とする。

x2 ≦ a2
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

解例 II−7 − 4

x2 =a2

x2 − a2 =0

(x + a)(x − a)=0

左辺の　
いんすう
因数　の何方か一方が 0のとき式を満た

すので
x = −a or x = a

これらをまとめて

x = ±a

図 1 f(x) = 0

x

f(x)

f(x) = x2 − a2

+a−a
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

解例 II−7 − 5

x2 ≦ a2

x2 − a2 ≦ 0

(x + a)(x − a)≦ 0

左辺の因数の符号が異なるとき式を満たす。
a > 0なので、

x + a ≧ 0 かつ x − a ≦ 0

x ≧ −a かつ x ≦ a

−a ≦ x ≦ a

図 2 f(x) ≦ 0

x

f(x)

f(x) = x2 − a2

+a−a
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

問題 II−7 − 6
以下の式を xについて解け。ただし、a ̸= 0とする。

ax2 + 2bx + c = 0
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

解例 II−7 − 6

ax2 + 2bx + c = 0

ax2 + 2bx = −c

x2 + 2 b

a
x = − c

a

両辺に
(

b

a

)2

を加える。

x2 + 2 b

a
x +

(
b

a

)2

=
(

b

a

)2

− c

a

左辺を因数分解し、右辺は通分し分母を共通
にする。(

x + b

a

)2

= b2 − ac

a2

問題 II−7 − 4より

x + b

a
= ±

√
b2 − ac

a2

左辺第二項を右辺へ移項し分母を共通にする

x = −b ±
√

b2 − ac

a
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

7.4.1 解の公式
二次方程式 ax2 + 2bx + c = 0, a ̸= 0を、xに関して解いた式を解の公式という1）。

x = −b ±
√

b2 − ac

a
(14)

解の公式分子第二項は、b2 − acの平方根である。
b2 − ac > 0ならば、b2 − acは二つの平方根を持つ。
b2 − ac = 0ならば、平方根は √

0一つだけである。
そして、b2 − ac < 0のとき、二乗して負の値になる数は実数では存在しない。

1） 一般的な解の公式は ax2 + bx + c = 0, a ̸= 0の解を与える式であって、x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
である。
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

7.4.2 判別式
二次方程式 ax2 + 2bx + c = 0, a ̸= 0において、b2 − ac を判別式という。判別式が正の場合、
二次方程式は二つの実数解をもつ。判別式が 0 の場合は、実数解は一つになる。このときを
重解という。そして判別式が負の時は実数解を持たない。

b2 − ac > 0 解が二つ
b2 − ac = 0 解が一つ
b2 − ac < 0 解なし
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7.4 二次方程式 7 相関係数の範囲

7.4.3 判別式と放物線の位置
f(x) = ax2 + 2bx + c において a > 0 と
する。

b2 − ac = 0 ⇐⇒ f(x) ≧ 0 (15)

b2 − ac < 0 ⇐⇒ f(x) > 0 (16)

従って、

b2 − ac ≦ 0 ⇐⇒ f(x) ≧ 0 (17)

図 3 判別式と放物線の位置

x

f(x)

b2 − ac > 0

b2 − ac = 0

b2 − ac < 0
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7.5 分散・標準偏差・共分散・相関係数 7 相関係数の範囲

7.5 分散・標準偏差・共分散・相関係数
確認のため各統計量の定義式を示す。

Vx = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (18)

σx =

√√√√ 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (19)

Covxy = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄) (yi − ȳ) (20)

ρxy = Covxy

σx σy
(21)
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7.5 分散・標準偏差・共分散・相関係数 7 相関係数の範囲

7.5.1 相関係数の定義式

ρxy =
1
n

∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)√

1
n

∑n
i=1 (xi − x̄)2

√
1
n

∑n
i=1 (yi − ȳ)2

(22)

=
1
n

∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)√

1
n

∑n
i=1 (xi − x̄)2 1

n

∑n
i=1 (yi − ȳ)2

(23)

=
1
n

∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)

1
n

√∑n
i=1 (xi − x̄)2∑n

i=1 (yi − ȳ)2
(24)

=
∑n

i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)√∑n
i=1 (xi − x̄)2∑n

i=1 (yi − ȳ)2
(25)
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7.6 変数 tの関数 f(t) 7 相関係数の範囲

7.6 変数 tの関数 f(t)

天下り的に変数 tの関数 f(t)を考える。

f(t) =
n∑

i=1

((
yi − ȳ

)
t +
(
xi − x̄

))2
(26)

=
n∑

i=1

((
yi − ȳ

)2
t2 + 2

(
xi − x̄

)(
yi − ȳ

)
t +
(
xi − x̄

)2
)

(27)

= t2
n∑

i=1

(
yi − ȳ

)2 + 2t

n∑
i=1

(
xi − x̄

)(
yi − ȳ

)
+

n∑
i=1

(
xi − x̄

)2 (28)

ここで
n∑

i=1
(xi − x̄)2 ̸= 0,

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 ̸= 0とする。
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7.6 変数 tの関数 f(t) 7 相関係数の範囲

7.6.1 f(t)の判別式の符号
f(t) は二乗和なので常に非負である。従って f(t)の判別式は非正である。(

n∑
i=1

(
xi − x̄

)(
yi − ȳ

))2

−
n∑

i=1

(
xi − x̄

)2
n∑

i=1

(
yi − ȳ

)2 ≦ 0 (29)

問題 II−7 − 5より

−

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1
(yi − ȳ)2 ≦

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) ≦

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1
(yi − ȳ)2 (30)
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7.6 変数 tの関数 f(t) 7 相関係数の範囲

それぞれの辺から
√√√√ n∑

i=1
(xi − x̄)2

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 を掃うと、

−1 ≦

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2
n∑

i=1
(yi − ȳ)2

≦ +1 (31)

相関係数の定義式 (25)より中央部分は相関係数 (ρxy)なので

−1 ≦ ρxy ≦ +1 (32)
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7.7 まとめ 7 相関係数の範囲

7.7 まとめ
•ax2 + 2bx + c = 0の解の公式を導出した。
•b2 − acを判別式という。
•与えられた二次関数が　

こうとうてき
恒等的　に非負の場合、判別式は非正である。

•相関係数の定義式は約分されている。
•−1 ≦ ρxy ≦ +1は判別式を使って説明できる。
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